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RESUMEN

Estudiamos la dindamica de enlace fuerte (tight-binding) de una particula cargada que se
mueve por el mecanismo de hopping en una red unidimensional, bajo el efecto de un po-
tencial coulombiano debido a otra particula inmévil (impureza). La dinamica cuantica de la
particula se estudia por medio del método pseudo-espectral adaptado a un Hamiltoniano de
enlace fuerte con interacciones a primeros vecinos; los resultados para los valores espera-
dos de posicion y velocidad se comparan con los obtenidos por el método semiclasico invo-
cando al potencial efectivo en la red. Los resultados son notablemente similares cuando la
particula se encuentra lejos de la impureza pues alli el campo coulombiano es aproxima-
damente uniforme, mientras que cerca de la impureza los resultados difieren debido a la
dispersion cuantica del paquete de ondas en presencia de un campo altamente inhomogéneo.
Sin embargo, y de manera interesante, los resultados cuanticos y semiclasicos coinciden en el
régimen del continuo (relacién de dispersion parabdlica) debido a la transmision del paquete
de ondas a través de la impureza.

Descriptores: Modelo de enlace fuerte — método semiclasico — sistemas exciténicos.
Cédigo(s) PACS: 31.15.aq — 03.65.Sq — 71.35.-y

ABSTRACT

We study the tight-binding dynamics of a charged particle by the hopping mechanism in a
one - dimensional lattice under the action of a Coulomb potential due to another fixed parti-
cle (impurity). The quantum dynamics is studied using the pseudo-spectral method applied
to a tight-binding Hamiltonian with nearest neighbors interactions. The resulting expected
values for position and velocity are then compared with those deduced by the semi-classical
method invoking the effective potential in the lattice. These results are notably similar when
the particle is located far from the impurity position since the Coulomb field is approximately
uniform, while when near to the impurity the results are different due to the quantum disper-
sion of the particle’s wavepacket under a highly inhomogeneous field. Interestingly, however,
the quantum and semiclassical results coincide in the continuous regime (parabolic disper-
sion relation) due to the transmission of the particle’s wavepacket through the impurity.

Subject headings: Tight-binding model — semiclassical method — excitonic systems.

1. INTRODUCCION

El problema de Coulomb en una red (unidimen-
sional) se refiere en este trabajo a las caracteristicas
del movimiento de una particula con carga eléctrica
g en presencia de un campo Coulombiano con en-
ergia potencial V(z) = —Vy/z, provocado por otra
particula (impureza) con carga eléctrica ) que se en-
cuentra fija en z = 0. Invocamos el modelo de enlace
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fuerte (tight-binding) para describir el movimiento
de la primera particula por el mecanismo de hopping.

Este problema es relevante, por ejemplo, en la
fisica de procesos excitonicos en cristales molecu-
lares (Merrifield 1961; Nakijama et al. 1980) y
en la teoria de muchos cuerpos del excitén de Hu-
bbard fuertemente acoplado (Gallinar 1979; Hub-
bard 1978). En Gallinar (1984) se calcula el es-
pectro energético usando la técnica de las funciones
de Green. Asimismo, en Kvitsinsky (1992) se re-
suelve de manera exacta el problema cuantico para
los estados estacionarios de la particula en una
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red unidimensional, dichas eigenfunciones se expre-
san en términos de funciones hipergeométricas. En
Petrova y Moesnner (2016) se amplia el resultado
obtenido por Gallinar (1984) y se muestra una
solucién analitica completa para el espectro de e-
nergias en el caso de la red de Bethe. En la mayoria
de las aplicaciones referidas en Petrova y Moesnner
(2016); Burgess (2016); Wang et al. (2021) es posi-
ble obtener informacion relevante a partir del espec-
tro energético y la densidad de estados que es impor-
tante, entre otros, para la determinacion del espectro
debido a impurezas, lo que permite comprender como
modificar la brecha de un material a fin de controlar
las propiedades de conduccion eléctrica.

Si bien en la mayoria de las referencias citadas
se atiende la cuestion de determinar el espectro
energético, no encontramos —hasta donde pudimos
averiguar— los casos donde se muestre de manera
explicita la dinamica de la particula. Existe riqueza
fisica en el analisis de la evolucién temporal del pa-
quete de ondas, que es un problema derivado del es-
tudio de los efectos de una impureza en una red,
como en el estudio del exciton, (Merrifield 1961)
los antiferromagnetos (Petrova y Moesnner 2016)
y la localizacién de Anderson.(Petrova y Moesnner
2016) De hecho, en Petrova y Moesnner (2016) se
menciona que el estudio de la evolucion temporal de
una particula en la red de Bethe puede servir como
base para estudiar de manera aproximada la dis-
persion de una particula en “hielo cuantico”. En el
caso del excitén, el tiempo de vida media para la re-
combinacién es del orden de nanosegundos; (Naki-
jama et al. 1980) si el periodo de la oscilacion del
electron (considerando que el hueco esta fijo) resulta
ser menor a dicho tiempo de recombinacién, entonces
la evolucién temporal del estado electronico es rele-
vante para describir las propiedades de transporte
eléctrico pues permite prever un posible escenario
experimental para detectar la radiaciéon de dipolo
asociada a dicha oscilacién.

Nuestro trabajo esta organizado de la siguiente
forma: en la Seccion 2 se desarrolla el formalismo
cuantico y la aproximacién semiclasica relevantes
para esta investigacién; en la Seccion 3 se presenta
dos casos de estudio numéricos correspondientes a la
evolucion de la particula en regiones lejanas y cer-
canas a la impureza; en la seccién 4 se desarrolla la
aproximacion de la dinamica en el régimen del con-
tinuo. Finalmente, en la seccion 5 se resume las con-
clusiones mas relevantes y algunas posibles orienta-
ciones.

2. FORMALISMO CUANTICO Y MODELO SEMICLASICO

El Hamiltoniano cudntico de enlace fuerte para
una particula con carga eléctrica ¢ moviéndose en
una red con constante reticular a por el mecanismo
de hopping y bajo el efecto de un potencial Coulom-
biano V,, = —V;/|na| es

oo

=y (A|n><n—|—1|—|—A\n+1><n\+Vn‘n><n|>v

(1)
donde A es el elemento de salto entre sitios vecinos
de la red; Vo /(K q?) = Q/q indica el valor de la carga
eléctrica @ (localizada en n = 0) en mﬁltiplgs de q.
La solucién de la ecuacién de Schrédinger H |U) =
ih0 |¥) /Ot en la base de funciones de Wannier es el
estado normalizado

W) = cn(t) |n), (2)

tal que (¥|¥) = Y |c,(t)|* = 1. El centroide del pa-
quete de ondas es z(t) = (U|z|¥) = a), |ca(t)]?ny
su velocidad es 2 = (z(t+At)—z(t))/At, donde = an
se proyect6é en el subespacio discreto de la red. La
aplicacién del método pseudo-espectral en una banda
(Sanjines y Gallinar 1999) conduce a la férmula i-
terativa para los coeficientes ¢, (t):

et + A =3 e ()™ " S (2AAE /)
X exp ( AL (Vyy + Vi) /2h). (3)

La singularidad debida a V,, = —V;/|na| sin = 0
se evita haciendo que ¢y = 0 en (3); esta anulacién
no representa un peso estadistico significativo en la
distribucién de probabilidad del paquete, por lo que
su evolucion subsecuente queda practicamente inal-
terada. La energia correspondiente al estado |¥) es
(V|H|V) = (H) = (T) + (V), donde los valores espe-
rados de las energias cinética y potencial son:

(T)=2A "Re(c}cns1) (4)

~

(V)=—Vo(l/z) = =(Vo/a) Y _leal*(1/n).  (5)

La energia potencial <17> se puede expresar en
términos de los momentos estadisticos de una dis-
tribuciéon de probabilidad, W (t) (valor cuadratico
medio), S(t) (sesgo) y K(t) (curtosis), definidos con
respecto al centroide o valor medio del paquete de
ondas como:

W=>"lcu|*(na — 2)?, (6)

S=3"lcenl*(na — 2)3, (7

K:Zn|cn|2(na72)4a (8)
de tal forma que

(H) = (F) = 22 + By, ©®

donde



Particula en una red con potencial coulombiano 19

0.96x,

X, Z Xo

F1G. 1.— Trayectorias cudntica y semiclasica para Q/q = 120000
y zo/a = 2500.

Ep =Vo (-W/23 4+ 5/2* — K/2°)
+0 [(na — z)5/2°] (10)

se define como la “energia de los momentos es-
tadisticos”.

A continuacién aplicamos el método semiclasico al
estudio del problema propuesto en este trabajo. Una
justificacién concisa y pedagégica de dicho método al
caso de un potencial periédico en general se puede
encontrar, por ejemplo, en el Cap. 12 de Ashcroft y
Mermin (1976).

La evoluciéon de la posicion = y el momentum
cristalino k£ esta dada por las ecuaciones de Hamil-
ton:

_loH .  10H

Thok " T Thox

donde la energia total £ es igual al valor de la
funcion hamiltoniana H(x, k) que se construye como

(11)

(12)

a partir de la estructura de banda e(k) = 2A(1 —
cos ak) correspondiente al Hamiltoniano libre H, en
(1) con V,, = 0, i.e., Ho|k) = (k) |k), siendo |k) los
estados de Bloch. Siguiendo a Ashcroft y Mermin
(1976) en la descripcion semiclasica de la dinamica
electronica, la velocidad v(k) y la masa efectiva m(k)
estan dadas en funcién a la energia de la banda (k)
como

H(z,k) =2A(1 — cosak) + V(x),

v(k)=(1/h)0e(k)/Ok = (2Aa/h) sen ak,
1/m(k)=(1/1*)0%(k)/0k? =
Asi, para la particula que esta inicialmente en re-
poso, v(0) = 0y m(0) = h?/(24a?). Luego, se define
el potencial efectivo V. ;(x) y la masa efectiva m en la
red por

(13)
(2Aa*/h?) cos ak (14)

mi=—0Ves(x)/0x,
. h?
a—)Ol,HE—)oo 2&214’

de donde se obtiene (Martinez et al. 2014)

(15)
(16)

m =

2
h—v;f(:c) = 1aQVQ(x) —a®EV (). (17)
m 2

Asi, para el caso del potencial coulombiano V(z) =
—Vo/lz| considerado en este trabajo, donde la
particula se encuentra inicialmente en reposo en la
posicion xg, la ec. (15) se puede integrar para obtener

la ecuacion de la trayectoria en el espacio (x, %):

2
I
lz[  zo

lz| @0
donde la funcién par i(z) esta definida en el dominio
(—|xo],07) U (0T, |zo|). Para 2 > 0 se obtienen los in-
tervalos (x,,z¢) para la posicion y (—v,,,v,,) para la
velocidad, donde

IZ?()Vb h
=T, = 1
4Agc0+Vo’U' ma (19)

El periodo 7 de una 6rbita de la trayectoria en el es-
pacio (z, &) se calcula de (18) como

—1/2
w (2 /vy Vo a2 (Vo Vo\?
T=2 - - = —— — dx
e |m\x  x0 n\z x

2

D2[ (B—Dxy)?+C
—log (\/ B — Duxy)? — Dxg + B)
—Di[ (B—Da, 2+ C

—log (\/(B — Dz,)? + C — Dz, + B)], (20)

con coeficientes B,C,D que dependen de los
parametros a,m, xg, Vo.

3. CASOS DE ESTUDIO

Se muestran a continuacién los resultados de dos
casos de estudio. El primero se elegié de tal forma
que el movimiento de la particula se realice “lejos” de
la impureza comenzando en el sitio n = z¢/a = 2500
y con una relacion de cargas QQ/q = 120000. El se-
gundo caso se elegi6 de tal forma que el movimiento
se realice “cerca” de la impureza comenzando en el
sitio n = zp/a = 50 y con una relacién de cargas
Q@/q = 100. En todos los casos el paquete de ondas
inicial es gaussiano:

2\'/* 2
cn(0) = <) o (n=n0)?/b.

b (1)

3.1. Caso de la dindmica “lejana”

En la Fig. 1 se muestra las trayectorias superpues-
tas en los espacios (z,2) y (z, ¢). Puede verse que las
trayectorias cuantica y semicldsica practicamente
coinciden. En la Fig. 2 se muestra la grafica de z(¢).
A fin de cuantificar dicha coincidencia se definen las
siguientes cantidades:
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FIG. 2.— z vs. t/7 para Q/q = 120000 y zo/a = 2500.

- ~0.04(H)

’Vn/<x>

L1.04(1) e .

FI1G. 3.— Parametros energéticos para QQ/q = 120000 y zo/a =
2500.

(Z — x)max . _ (Z - i)mam. (22)

€z = (xr*l‘O)’ v =

2vmax

Los valores que se obtiene son ¢, = 0.40% y ¢, =
0.22%, lo que confirma la buena coincidencia de los
resultados cuantico y semiclésico.

Para estudiar los parametros energéticos desde el
modelo cuénticg, se realiza la grafica de la evolucion
temporal de (T), —Vy/z y E,,. En la Fig. 3 puede
verse que el valor de F,, es muy pequeio y por
lo tanto no tiene efecto sobre la dinamica de la
particula; los términos de energia (T') y —V;/z tienen
un comportamiento analogo al predicho mediante el
modelo semiclasico. Dado que el aporte de F,, es casi
nulo, se puede decir que durante el movimiento la

energia total se distribuye entre los términos <f> y
—Vb/z. La Fig. 4 muestra la evolucién del paquete de
ondas a través de |c, (t)|%. Puede verse que el paquete
mantiene su forma gaussiana y se va deformando
muy poco. Asi, el valor del sesgo a lo largo del tiempo
es muy pequefio mientras el valor cuadratico medio
y la curtosis varian muy poco, como debe ser si el
valor de F,, es muy pequeno. Este caso corresponde
al fenémeno conocido de la oscilaciéon de Bloch (Hart-
mann et al. 2004) y es el resultado de la evolucion
de un paquete de ondas en presencia de un campo
externo homogéneo, lo que se cumple aproximada-
mente para el campo Coulombiano de la impureza
en la region “lejana”.

3.2. Caso de la dindmica “cercana”

t/T:O.S [/TZO

| |
0.96x, xX=na Xo

F1G. 4.— Densidad de probabilidad para Q/q = 120000y z¢/a =
2500.

b %

max [ |
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F1G. 5.— Trayectorias cudntica y semiclédsica para Q/q = 100 y
xo/a = 50.

En la Fig. 5 se muestra una comparacion entre la
trayectoria cuantica (linea sélida) en el espacio (z, 2)
y la trayectoria semiclasica (linea segmentada) en el
espacio (z, ). Los valores €, = 9.20% y €, = 8.20%
indican la discrepancia entre ambas trayectorias lo
que se aprecia en el hecho de que la trayectoria
cuantica no se cierre.

El origen de esta discrepancia numérica se halla

~

en las ecs. (9) y (10) para (H) y E,,, respectiva-
mente. Durante el ciclo de la Fig. 5 los valores de
z se encuentran cerca del sitio x = 0 de la impureza,
donde el valor de E,, se vuelve relevante (Fig. 7)Ay

la energia total se distribuye entre los términos (T),
—Vo/z ¥ En,. Como consecuencia de la relevancia del
término F,,, el valor de la energia total se mantiene
constante en cualquier instante pues los otros dos
términos adoptan valores menores a sus correspon-
dientes semiclasicos (Fig. 6), lo cual explica que los
valores de z y Z sean menores que = y &.

Asi, cuando el paquete de ondas se mueve cerca de
la impureza, los términos de la energia asociados a
los momentos estadisticos son significativos y se ven
“revelados” debido a la extension del paquete en pre-
sencia del campo coulombiano inhomogéneo. En la
Fig. 8 se muestra la evolucién de la densidad de pro-
babilidad del paquete de ondas parat =0yt = 7/2.
De nuevo, la deformacién del paquete esta asociada
al aumento del valor de los momentos estadisticos
con energia F,,.

4. TRANSICION AL REGIMEN DEL CONTINUO
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FIG. 6.— Parametros energéticos para Q/q = 100 y z¢/a = 50.
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F1G. 7.— Evolucién de E;, para Q/q = 100y z¢/a = 50.
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F1G. 8.— Densidad de probabilidad para Q/q¢ = 100y z9/a = 50

La transicién al régimen del continuo se realiza
mediante los limites « —+ 0 y A — oo considerados
en la ec. (16) donde se defini6 la masa efectiva. En
la Tabla 1 se muestran las variables relevantes en
dicho régimen.

En la Fig. 9 se muestra las trayectorias en el es-
pacio (z,) correspondientes a diferentes valores de
a/zo de tal forma que en todos los casos el sitio ini-
cial de la red es el mismo. Puede verse que a me-
dida que ¢ — 0, el valor de la velocidad maxima
es cada vez mayor mientras el punto de retorno se
aproxima cada vez mas al origen. En la Fig. 10 se
muestran las trayectorias semiclasicas para el caso
de la red (@ > 0) y del continuo (¢ = 0). Ya que la
velocidad semiclésica i(x) en (18) diverge en z = 0,
y dado que las ecs. de Hamilton (11) son compatibles
con la ec. de Schriédinger no-relativista, invocaremos
un mecanismo cuantico para justificar el “salto” de

0 X,

x 0
F1G. 9.— Trayectorias semicldsicas en el espacio (z, %) en la red
para diferentes valores de a/z¢ con valores unitarios de zo y Q/q.

Continuo

|
—X, 0 Xo

X
F1G. 10.— Trayectorias semiclasicas en el espacio (z,) en la
red (a > 0) y en el continuo (a = 0) para valores unitarios de zg y

Q/q.

Z=CZ<I’Z>

FIG. 11.— Trayectorias cudnticas en el espacio (z, z) para dife-
rentes valores de a con Q/q = 100 y ng = 50.

la particula a través de la discontinuidad de i(x)
en x = 0, de tal forma que la velocidad se man-
tenga constante y dentro del limite no-relativista du-
rante dicho “salto”, esto es, 2(07) = #(0") < e
Asi, por dicho mecanismo, la posicion de la particula
oscilaria periédicamente en el intervalo (—|xql,|zo|)
trasmitiéndose a través de la impureza localizada en
=0.

La Fig. 11 muestra las trayectorias cuanticas en el
espacio (z, 2) correspondientes a las de la Fig. 9 para
diferentes valores de a; en todos los casos la particula
es liberada desde el mismo sitio ny = 50. A medida
que a — 0, el valor de la velocidad méaxima aumenta
mientras la particula se acerca a la impureza. En la
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TABLA 1
LIMITE EN EL CONTINUO DE LAS VARIABLES SEMICLASICAS.

Ves(x) = =Vo/|z|
Umaz — 00

x, — 0

T — wxo\/mzo/(2V0)

18

0.5v

max

0

a 1

F1G. 12.— Valores adimensionales de la (semi)velocidad maxima
v ¥y de la incertidumbre de la posicion Az en funcién de a para
Q/q =100y no = 50.

Fig. 12 se muestran los valores adimensionales de
la (semi)velocidad maxima y la incertidumbre en la
posicion Ax = +/(z?) — (z)? en el sitio donde ocurre
esa velocidad maxima.

Estos resultados sugieren invocar un principio de
incertidumbre en la red expresado por AzAk 2> 1
(con 2 = & = hk/m), como el referido mecanismo de
“salto” de la particula. Esto es, a medida que a — 0,
el valor de Axr aumenta, asi que necesariamente el
valor de Ak debe disminuir. Luego, el paquete de on-
das se transmite a través de la impureza en z = 0,
manteniendo aproximadamente el mismo valor de la
velocidad (Ak 2> 0). Este salto no ocurre entre las
posiciones z y —x lejos de la impureza ya que el valor
de Az no es suficientemente grande como para satis-
facer la condicion AxAk 2 1 de manera consistente
con el mecanismo de salto sugerido por la trayecto-
ria en el continuo en la Fig. 10. El “rebote” de la
particula descrito por la transicién v,, — —v,, en el
sitio x = 0T (Figs. 9 y 11) corresponderia a la ex-
presion AxzAk > 1 dada la gran aceleraciéon que ex-
perimentaria la particula en comparacion a la de su
transmision a través de la impureza. Este caso no se
puede describir con el modelo fisico supuesto en este

trabajo dado por el hamiltoniano conservativo H en
la ec. (1).

Asi, y dentro de los limites de validez de dicho mo-
delo fisico, el referido principio de incertidumbre en
la red que justifica la transmisién de la particula a
través de la impureza (Ax > a 'y Az = a cuando la
particula esta cerca y lejos de la impureza, respec-
tivamente), no supone una transicion abrupta entre
las probabilidades de transmisién a medida que la

particula se acerca a la impureza.

5. CONCLUSIONES, INTERPRETACION Y PERSPECTIVAS

En este trabajo se estudio6 el problema de Coulomb
en una red (unidimensional) referido a la dinamica
de una particula cargada en presencia del campo
eléctrico provocado por otra particula (impureza)
que se encuentra fija en la red. Invocamos el
modelo de enlace fuerte (tight-binding) para des-
cribir el movimiento de la primera particula por
el mecanismo de hopping. La integracion tempo-
ral de la ecuacién de Schrodinger se realizé por el
método pseudo-espectral adaptado al caso del ha-
miltoniano de enlace fuerte con una energia po-
tencial coulombiana y un paquete de ondas inicial
gaussiano. Por otra parte, se aplicé asimismo la apro-
ximacion semiclasica por medio de las ecuaciones
de movimiento de Hamilton a una funcién hamil-
toniana construida a partir del espectro cuantico
de la particula libre para estados de Bloch y la e-
nergia potencial coulombiana; se invocé la definicién
de la masa efectiva en términos de la 2da ley de
Newton para deducir parametros de las trayectorias
semiclasicas a partir de un potencial efectivo. En el
problema considerado en este trabajo la coinciden-
cia entre los resultados cudnticos y semiclasicos es
razonablemente buena y permite dilucidar aspectos
relevantes de la dinamica del paquete de ondas.

Esos resultados referidos corresponden a dos ca-
sos: la dinamica “lejana” y la dinamica “cercana”,
especificadas asi dependiendo de la separaciéon en-
tre la posicién de la impureza y la posicién inicial
de la particula. En el primer caso se verificé que
la particula efectiia aproximadamente oscilaciones
de Bloch, como era de esperar en vista de la cuasi-
homogeneidad del campo coulombiano en esa regién
“lejana” (Figs. 1-4). En el segundo caso los términos
de la energia total correspondientes a los momentos
estadisticos son relevantes y la deformacion del pa-
quete de ondas es significativa cerca de la impureza,
lo que esta asociado a la inhomogeneidad del campo
coulombiano es esa region (Figs. 5-8).

A fin de contrastar aun los resultados cuanticos y
semiclasicos, se invocé el limite del continuo de ma-
nera consistente con la aproximacién de masa efec-
tiva definida en la ec. (16). La solucién semiclasica
no es continua en dicho limite dada la divergencia
de lim;|_,o(1/[z[) lo que supone la transicién abrupta
de la velocidad v,, — —v,, en un intervalo espa-
cial muy pequeno, es decir, la particula “rebota” en
la impureza. Pero este escenario fisico es improba-
ble bajo el modelo fisico dado por el hamiltoniano

conservativo H en la ec. (1) pues la aceleracion de
la particula es muy grande como para ignorar la e-
nergia del pulso electromagnético generado en tal
“rebote”. Asi, la otra posible solucién continua de la
ec. (18) para (z, ) en la regién = < 0 se puede enten-
der como una consecuencia semiclasica del principio
de incertidumbre en la red, esto es, v,, se mantiene
aproximadamente constante (Ak = 0) cuando el pa-
quete esta muy deformado cerca de la impureza, de
tal forma que AzAk 2 1. Luego, la transmision de
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la particula a través de la impureza y su posterior
movimiento en la regién = < 0 no involucra grandes
valores de la aceleracion, pero ya que el movimiento
es periodico entre los extremos +xy entonces habra
una radiacion de dipolo de baja energia que podria
detectarse por las técnicas convecionales que se usan
para observar la oscilacion de Bloch.

Los casos estudiados en este trabajo pueden ser re-
levantes, por ejemplo, para estudiar la dindmica de
un electrén en un sistema electron-hueco (excitén)
en una red, donde el hueco (impureza) se encuen-
tra aproximadamente fijo debido a su mayor masa
efectiva. El periodo de la oscilacion para el caso del
“rebote” del electron (region 0 < = < z¢) calculado
en la ec. (20) es del orden del periodo de la oscilacion

de Bloch, 7 = 1073 s, mientras que el periodo en
el caso de la transmisién a través del hueco es 27.
Por otra parte, el tiempo de recombinacion tipico de
un exciton en cristales moleculares es del orden de
1079 s, por lo que se producen unas 10* oscilaciones
del electrén durante un régimen transitorio antes de
la recombinacion, lo que podria permitir hacer ob-
servaciones (a través de la radiacién de dipolo) para
dilucidar si el electrén rebota, o se transmite, o acaso
rebota y se transmite, lo que seguramente arrojara
resultados interesantes sobre la fisica de este tipo de
fenémenos.
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