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RESUMEN

En este articulo se presenta los resultados de tres metodologias diferentes en las que se
aplicé una simulacion Monte Carlo para estimar el valor de 7: el método de comparacion
de areas, el método propuesto por Buffon y la extension de Laplace al método de Buffon.
Se estudi6 con detalle el resultado no determinista de las simulaciones y se demostré que
cumplen con los teoremas fundamentales de la probabilidad. Los tres casos se desarrollaron
en un lenguaje de programacion de alto nivel: Python, junto con la libreria Numpy que le
otorga una performance optimizada.

Descriptores: Educacién — métodos Monte Carlo — simulaciones.
Cédigo(s) PACS: 01.40.-d, 02.70.-c, 05.10.Ln

ABSTRACT

This article presents the result of three different methodologies that estimate the = value
using the Monte Carlo’s simulation: the comparative area’s method, the method proposed by
Buffon and the Laplace’s extension. The three cases were developed in Python — a high level
language and Numpy library which give it an optimized performance. The non-deterministic
result of the simulations was studied in detail and it was shown that they comply with the

fundamental theorems of probability.

Subject headings: Education — Monte Carlo methods — simulations.

1. INTRODUCCION

El método de Monte Carlo tiene un génesis mod-
erno en el trabajo pionero de Stan Ulam y John
Von Neumann. Luego de la segunda Guerra Mundial
aplicaron distintos métodos de Monte Carlo en sim-
ulaciones para el desarrollo de armas termonucle-
ares. Desde entonces y por mas de 50 afos que se
aplicaron estos desarrollos en la investigacion y per-
feccionamiento de distintos métodos que modelan el
transporte de neutrones y radiacién gamma con bas-
tante éxito experimental como menciona Bielajew
(2001).

Hoy resulta una alegre ironia que ningin pro-
ducto que haya aplicado la metodologia Monte Carlo
en su desarrollo, se haya empleado en conflicto al-
guno. M4s aun los cientificos han explotado el uso de
simulaciones Monte Carlo para obtener un beneficio
publico positivo aplicandola en salud. Por ejemplo,
los planeamientos de dosis en radioterapia dependen
actualmente en algun grado de calculos obtenidos
mediante simulaciones que emplean Monte Carlo.

fjcrespo+rbf@fiumsa.edu.bo
fecruz@fiumsa.edu.bo

El método de Monte Carlo es un método de res-
olucién numérica donde se modelan las relaciones e
interacciones de distintos objetos y su entorno, medi-
ante la generacion aleatoria de estas interacciones.
Mientras mayor sea la repeticion de pruebas se ob-
tiene un resultado que va convergiendo a un valor
con mayor precisiéon. Es por el recurso de la aleato-
riedad que obtiene el nombre Monte Carlo, pues se
inspira en la regién del Principado de Ménaco donde
se encuentran el casino Monte Carlo.

Un método Monte Carlo se puede definir de la sigu-
iente forma:

“Los métodos Monte Carlo son aquéllos en los que
las propiedades de las distribuciones de las vari-
ables aleatorias son investigadas mediante la sim-
ulacion de numeros aleatorios. Estos métodos, de-
jando a un lado el origen de los datos, son similares
a los métodos estadisticos habituales en los cuales
las muestras aleatorias se utilizan para realizar in-
ferencias acerca de las poblaciones origen. General-
mente, en su aplicacién estadistica se utiliza un mod-
elo para simular un fenémeno que contiene algun
componente aleatorio. En los métodos Monte Carlo,
por otro lado, el objeto de la investigacién es un mod-
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elo en si mismo, y se utilizan sucesos aleatorios o
pseudoaleatorios para estudiarlo”.Gentle (2006)

El método cobra una especial relevancia las
altimas décadas debido a que se produjeron sustan-
ciales y significativos avances respecto a la poten-
cia de los procesadores y las distintas arquitecturas
informaticas. Es ampliamente usado en problemas
donde obtener un resultado analitico no es posible,
0 en problemas que contienen demasiada compleji-
dad (como es el caso de la ecuacion de transporte
de Boltzmann para particulas sin carga).Bielajew
(2001)

2. MARCO TEORICO

El estudio matematico formal del azar se re-
monta hace bastantes siglos. En 1654 motivados por
dos problemas propuestos por Antoine Gombaud (le
Chevalier de Méré), basados en las observaciones de
los juegos de azar de la época, es que se reunen a
resolver el desafio matematico personalidades como
Pascal, Cardano y Fermat entre otros dando inicio a
la teoria clasica de la probabilidad. Es en este peri-
odo que distintos matematicos advierten la relacion
de la teoria combinatoria y la incipiente teoria de la
probabilidad.

Un matematico que realiza un interesante aporte
en este aspecto es Leibniz, el cual luego de realizar
la disertacion titulada Dissertatio de Arte combina-
toria, encuentra particular interés por ‘la certidum-
bre’.

La probabilidad para Leibniz es un criterio obje-
tivo de verdad. Es una légica de lo contingente (que
puede suceder o no) que se contrapone a la légica de
lo necesario. Permitiendo a la probabilidad alcanzar
la verdad. El interés de Leibniz por los juegos iba
mas alld de la teoria de la probabilidad, sus aplica-
ciones podrian aplicarse al Arte de Inventar y subse-
cuentemente a la construccién de las caracteristicas
universales, temas que le parecian de mayor interés
que a otros autores.Charles (1993)

2.1. Experimentacion y la teoria de probabilidad

En 1777, el naturalista francés, el conde de Buffon
(1707 — 1788) propuso el primer experimento que uti-
lizaba un método de Monte Carlo, pues dependia de
un hecho completamente aleatorio: la caida de una
aguja luego de lanzarla. Las agujas son lanzadas
aleatoriamente en un piso con un patron de rayas
separadas una cierta distancia. Buffon considero que
los centros estan uniformemente distribuidos en un
piso infinito. Las agujas no ruedan a las aberturas
como lo harian en la vida real, ni estas interactuan
entre si. Ademas, el angulo respecto a la horizontal
es considerado distribuido uniforme entre 0 y /2.

El resultado al que se llegé relaciona la probabil-
idad de cruzar una de las rayas con la distancia de
separacion, la longitud de la aguja y el valor de .
Esta se expresa en la Ec.1.

21

P=—

dm

Se conoce como la extension de Laplace al prob-

(1)

lema de Buffon cuando se considera tanto lineas ver-
ticales como horizontales. Se llama Buffon-Laplace
aunque Buffon, quien resolvi6 este problema anteri-
ormente contenia un error que mas tarde en 1812 fue
corregido por Laplace expresandose en la Ec. 2.

2l(a +b)

P =
abr

(2)

De esta propuesta, se pretende obtener el valor de
m. La probabilidad se obtiene empiricamente al re-
alizar el experimento un nimero grande de veces y
contar cada caso.

Este problema histérico fue estudiado en ese en-
tonces como una curiosidad poco practica, debido a
que obtener un resultado preciso requeria un namero
grande de repeticiones.

Durante el siglo XX, con el advenimiento de las
nuevas tecnologias es que el método de Monte Carlo
vuelve a cobrar relevancia pues permite un nimero
grande de repeticiones sin complicacion. Sin em-
bargo el manejo teérico de la matemaética involu-
crada es bastante conocido, se realiza una breve re-
vision.

2.2. Teorema de los Grandes Nimeros

Sea X1, ..., X,, una sucesion de variables aleatorias,
diremos que la sucesién de X,, converge en probabil-
idad a X (que es otra variable aleatoria), si solo si
para todo Ve > 0:

li_>m (P[(X, —X)>e]=0) 3)
Siendo conocida esta expresiéon como criterio de
convergencia débil.
Tomamos la variable aleatoria de interés, el
promedio: 7 = 1 3" X;
Aplicando el operador lineal Esperanza:

B(X) = B3 X)) @

B(X,) =+ S B(X) )

Si consideramos que la sucesion de variables X;
son independientes e idénticamente distribuidas, la
Esperanza para cada variable es la media p.

B(X,) = wnp (6)

E(X,) = p D

Esta relaciéon nos muestra que el valor esperado del
promedio de una muestra tiende al valor medio.

De igual manera con el operador varianza ten-
emos:

V(%) = V(S X) ®)

Con el supuesto de las variables (X;), son independi-
entes e idénticamente distribuidas, la varianza de la
suma, es la suma de las varianzas:
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— 1
V(X)) =) V(X)) )
Al ser idéntica para todos tenemos:
V(X;) = o? (10)
—_— 1 o?

Con los resultados de la esperanza y varianza del
promedio, se puede enunciar el siguiente teorema:

Sea X,, una sucesiéon de una variable aleatoria
independiente e idénticamente distribuida tal que
E(X?) < 0oV, y -

E(X;)=p (12)

V(Xl) :0'2 (13)

Entonces el promedio de la secuencia X,, converge
en probabilidad a u. Es decir que para una poblacion
que tiene una media p, si se toma una muestra y se
calcula el promedio muestral, este tiende al valor de
1 mientras n tienda a oo.

Esto se demuestra al tomar un valor ¢ >
0, entonces, usando la relacion de acotacion de
Chemichev:

~ E[(X,

0< PI(X; — ) > o] < P10 =)

=2 (14)
E[(X,, — 1)?] es la varianza del promedio, entonces
tenemos la relacion:

2
— o
0<P[(X,—p)>¢e] < — 15
< PR —p) >l < 15)
Mostrando que cuando n tiende a un numero
grande, la probabilidad se anula y por consecuencia
el promedio converge en probabilidad a .

2.3. Teorema del Limite Central

,,,,, X,, una sucesioén de variables aleatorias,
independientes e idénticamente distribuidas tales
que V; tengan el segundo momento finito £(X?) < oo
con una media co y una varianza o2 distinta de cero.
Entonces, si n es suficientemente grande, la variable
aleatoria promedio:

— 1
X:EZXZ-

Tiene aproximadamente una distribucion normal
con:

(16)

px = (7)
2

Ve =L (18)
n

El teorema central de la probabilidad tiene una
importancia categérica al ser enunciada para una
sucesion de variables con cualquier distribucion.

3. MODELO DE SIMULACION
3.1. Entorno de desarrollo

Como quedo manifiesto en el anterior punto el
método Monte Carlo tiene una precisiéon proporcional
a Tlﬁ En comparacion con otros métodos numéricos

deterministicos (como por ejemplo el método de
trapecios o Simpson para encontrar la integral de
una funcién definida) que tienen un error de aproxi-
macion proporcional a % en el mejor de los casos, los
métodos que aplican Monte Carlo (como por ejemplo
la integracion por Monte Carlo) requieren una canti-
dad considerable mayor de datos a procesar. Sumado
este hecho a la complejidad que puede involucrar
el modelamiento de las interacciones aleatorias, es
que generalmente se prefiere usar lenguajes de pro-
gramacioén de bajo nivel que permitan optimizar el
tiempo de computo total.

Por ejemplo, es comun encontrar desarrollos en C,
C++ y Fortran entre otros. Existiendo hoy librerias
que facilitan la generacion de naimeros pseudoaleato-
rios y el manejo matematico. Aun con esta ventaja
el codigo necesario para una aplicacion final suele
ser bastante complicado y extenso. Estos dos crite-
rios identificados se consideraron para la seleccién
del entorno de desarrollo:

1. El tiempo de procesamiento
2. La legibilidad y simplicidad del c6digo

Siendo Python un lenguaje de alto nivel que
cumple con el segundo criterio, al incluir la libreria
Numpy (libreria de procesamiento numérico para
Python) obtenemos una velocidad de procesamiento
comparable a C. Adicionalmente se utilizé una li-
breria para la representacién de los datos, Mat-
plotlib. Se detalla todo el cédigo y las dependencias
en el repositorio del proyecto:

https://github.com/CobraPython/montecarlopi

3.2. Generacién de nimeros pseudeoaleatorios

Existen distintos métodos para la generacion de
numeros aleatorios, sin embargo, la generacion de
estos en ordenador parte necesariamente desde una
semilla (seed) que es un valor concedido por el
usuario. Con esta semilla se genera una unica se-
rie de nimeros aleatorios, pudiendo ser replicados
a partir de esta. Por esta razén es que se denomi-
nan numeros pseudo aleatorios. La libreria Numpy
utiliza el algoritmo Mersenne Twistter (MT19937)
escribe Marchand (2019) para la generacion de
numeros pseudoaleatorios. Este método particular
tiene la cualidad de tener una periodicidad bastante
grande en la generacién de ntumeros: 219937 — 1
Makoto (1998).

3.3. Métodos de estimacion de m

3.3.1. Método Simple para la estimacion de ©

Se propone estimar el nimero de 7 con el sigu-
iente modelo: Consideramos un cuadrado de lado L,
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Representacion Gréfica
de Lanzamientos

1995 Lanzamientos 3414 Lanzamientos
2683 en el circule

T

3.1435

n=3.1238

m

10000 Lanzamientos
7839 en el circule

5843 Lanzamientos
4601 en el circule

Bligaler s Nl

3.1498
3.1356

m
m

F1G. 1.— Representacion grafica de la estimacion de = mediante
el lanzamiento aleatorio de puntos. Mientras mayor sea el nimero
de lanzamientos las areas son mas definidas

con una circunferencia en su interior de radio L. La
relacion de areas se da en Ec. 19:

wL?
2

Una forma de calcular esta relacion de areas es
lanzar al azar puntos dentro del cuadrado. Estos
puntos pueden quedar también dentro de la circun-
ferencia, la relacion de areas quedara expresada por
aquellos puntos que estén dentro del circulo sobre el
total.

En la Fig. 1 se muestra un ejemplo del experimento
propuesto, mostrando un solo cuadrante ya que las
dreas son simétricas en cada eje.

Queda bastante ejemplificado que mientras mayor
sea el numero de puntos, las areas quedan mejor
definidas. Para obtener esta aproximacién se nece-
sitan generar los puntos aleatoriamente con una dis-
tribucion uniforme, es decir, con igual probabilidad
de caer dentro y fuera del area del cuarto de circun-
ferencia.

Acircunferencia _

(19)

Acuadrado

3.4. Método de Buffon para la estimacién de pi

En el caso de la estimaciéon de = usando la prop-
uesta experimental de Buffon y la extension de
Laplace, tenemos mas variables aleatorias a consid-
erar. Puesto que cada aguja cae aleatoriamente con
un centro en (X;,Y;), tiene relacionada otra variable
aleatoria que corresponde al angulo de inclinacion 6
de la aguja. La Fig.2 nos muestra un ejemplo.

Si bien en este caso se recurre a una funcion
trigonométrica para evaluar la inclinacién y consid-
erar a las agujas que cruzan la linea, el ordenador
usa recursivamente el valor de m para calcular la
funcion coseno, siendo este un error “histérico” ya

\ T T T

b 2b 3b 4b

0 Zeenter

F1G. 2.— Las agujas caen en una posicién y angulo aleatorio.
Dependiendo de este angulo se puede determinar si la aguja cruza
una linea.Krauth, Werner (2006)
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F1G. 3.— Representacion grafica del experimento de Buffon lan-
zando 2000 agujas.Krauth, Werner (2006)

que recurre al valor de 7w para calcular al mismo.
Por esta razon se us6 una correcciéon geométrica que
evita el uso de funciones trigonométricas.

Pasando de requerir generar aleatoriamente un
angulo 0, a generar aleatoriamente desplazamientos
ox,0y. En la siguiente figura se muestra una repre-
sentacion grafica de como se realiza la simulacién
con un numero grande de lanzamientos aleatorios
con distribucién uniforme. Krauth, Werner (2006)

Para esta propuesta del lanzamiento de agujas
para la estimacion de 7, se comparan dos casos:

* Problema Buffon, cuando las agujas cruzan
lineas en un solo eje.

¢ Problema Buffon-Laplace, cuando las agujas
cruzan lineas en sentido vertical y horizontal.

En la Fig. 3 se puede ver el resultado del lanza-
miento de 2000 agujas de largo a de la misma lon-
gitud que la separacion de las lineas b, es decir que
a = b. La probabilidad se calcula en relacién a cuan-
tas agujas cruzan una linea sobre el total de agujas.

4. ANALISIS DE RESULTADOS
4.1. Método simple para la estimacion de
4.1.1. Comprobacion del limite central
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T estimado por Monte Carlo:
100 repeticiones del experimento con 100000 lanzamientos

=== Ajuste Gaussiano: u=3.14157, o= 0.00@B2
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F1G. 4.— Histograma del método simple para 100 repeticiones
de 100000 lanzamientos.

m estimado por Monte Carlo:
3000 repeticiones del experimento con 100000 lanzamientos

=== Ajuste Gaussiano: p= 3.14
L | Histograma de valores de
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F1G. 5.— Histograma del método simple para 3000 repeticiones
de 100000 lanzamientos. Se aprecia el comportamiento gaussiano,
la caracteristica forma de "campana”.

Se consider6 el lanzamiento de 10° puntos y
se repiti6 10° veces el experimento, el histograma
obtenido se muestra en la Fig. 4. Al realizarse 3 x 103
veces el experimento, en la Fig. 5 se nota mas clara-
mente que el histograma obtenido tiene un compor-
tamiento gaussiano.

Si se compara con el histograma de la Fig. 6 al re-
alizar 3 x 103 veces el experimento lanzando 10¢ pun-
tos, el comportamiento del histograma es también
claramente Gaussiano.

También se puede resaltar que el valor de o es
menor cuando consideramos 10° (¢ = 0.00162) en
comparacién con 10° (o = 0.00473).

4.1.2. Comprobacién del teorema de los grandes niimeros

Se ha estimado el valor de 7 para distintas can-
tidades de puntos generados. En la Fig. 7 se mues-
tra la congruencia de 7 con el valor que tiene la li-
breria Numpy (IEEE 754 double-precision format).
Se muestra que mientras mayor es el N tomado para
estimar el valor de 7, su error absoluto converge a
cero.

En la Fig. 8 se muestra que este comportamiento
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m estimado por Monte Carlo:
3000 repeticiones del experimento con 1000000 lanzamientos
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F1G. 6.— Histograma del método simple para 3000 repeticiones
de 1000000 lanzamientos. Se aprecia el comportamiento gaus-
siano, la caracteristica forma de "campana”.

02 Error: r estimado vs Nimero de Lanzamientos

n *  Buffon
©  Laplace-Buffon
. o * .
0.0 B
.

-0.2 .

-0.4

Error Porcentual Pi

-0.8

-1.0

10° 108 107 10°
N agujas lanzadas

102 103 10°

F1G. 7.— Se comparan los errores de ambos métodos (Buffon y
Buffon-Laplace). Se observa que los datos de Buffon-Laplace con-
vergen a 0 con un menor N que los datos de Buffon.

Discrepancia de 1 simulado vs N lanzamientos

— aed= 1
saed= 2
seed= 3
seed= 4
seed=§
seed= 6
saed=7
saed= 8
seed= B
sead= 10

Discrepancia
=
&

0.5

10° 10’ 10 10° 10°
N lanzamientos en escala log
F1G. 8.— Error absoluto del valor de m a medida que N crece. Se

observa que independientemente de la semilla representada por
colores, el valor converge a 0.

es invariante al variar las semillas en la generacién
de los numeros pseudoaleatorios.
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Comparacion de distribuciones

—— normal
1.5
—— uniforme
. —— exponencial
o)
5]
=
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P
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O
0.5
-10
10* 10° 10"
Numero de lanzamientos
Fi1G. 9.— En esta grafica se comparan tres funciones de

distribucion de probabilidad (pdf) que sigue el generador de
ndmeros aleatorios. Con los debidos parametros el valor converge
a cero. Sin embargo, se aprecia que independientemente de los
parametros existe un valor de convergencia.

Finalmente, en la Fig. 9 se muestra una compar-
ativa de la discrepancia al estimar el valor de = si
consideramos distintas distribuciones de probabili-
dad en la generacién aleatoria de puntos.

Se comparan tres distribuciones:

1. Normal
2. Uniforme
3. Exponencial

Es notable que para las tres distribuciones el valor
de la discrepancia del valor estimado de 7 converge a
un valor mientras mayor namero de lanzamientos se
utilice en la prueba. Al aplicar una distribucién nor-
mal con p = 0.27 y 0 = 0.5 el valor estimado de 7 es
cercano que cuando se aplica una distribucién uni-
forme. Al aplicar una distribucién exponencial con
un parametro A = 0.42, el valor estimado de 7 con-
verge con un error de mas del 0.5. Esto se debe a que
los lanzamientos de las agujas tienen mayor prob-
abilidad de caer en cierta posicién y angulo, lo que
puede equivaler de manera experimental a por ejem-
plo que las agujas tengan otra conformacién fisica,
como en la siguiente imagen.

Si realizamos los histogramas al estimar el valor
de 7 en un nimero grande de repeticiones aplicando
distintas distribuciones en la generacién de puntos
y angulos de las agujas, se demuestra que invari-
antemente se tienen un comportamiento Gaussiano
en todos los casos. En las Figs. 11 y 10 se muestran
los histogramas de las distribuciones normal y expo-
nencial respectivamente.

4.2. Método de Buffon para la estimacién de

4.2.1. Comprobacion del teorema del limite central

Se consideré el lanzamiento aleatorio de 2% agu-
jas con una distribucion uniforme para la posicion
y angulo, repitiendo el experimento 200 veces para
ambos casos; Buffon y la extensién de Laplace.

T estimado por Monte Carlo con distribucién Exponencial:
300 repeticiones del experimento con 1e5 lanzamientos

100
16433, 0=0.00542

=== Ajuste Gaussiano: 3.
EEE Histograma de valore|
=
&0
40
. I II lI"‘l—I

3155 3160 3165 3170 3175 3180

valor

Probabilidad

F1G. 10.— Histograma de los datos que siguen una distribucién
exponencial. Se aprecia el comportamiento gaussiano.

T estimado por Monte Carlo con distribucion Normal:
300 repeticiones del experimento con 1e5 lanzamientos
o= 000477

=== Ajuste Gaussiano: = 3.14.
o B Histograma de valores de

3130 3135 3140 3145 3.150 3155 3160

valor

Probabilidad
5 8 8

=]

F1G. 11.— Histograma de los datos que siguen una distribucién
normal. Se aprecia la forma caracteristica de “campana”.

Mostrando que el histograma de la Fig. 12 de las
estimaciones de Pi para ambos métodos presenta un
comportamiento Gaussiano, demostrando la validez
del teorema del limite central.

4.2.2. Comprobacion del teorema de los grandes niimeros

En la Fig. 7 se resume el error porcentual al
estimar el valor de 7w vs. el nimeros de lanza-
miento de agujas para ambos métodos. El error con-
verge a cero a partir del lanzamiento de 10° agujas.
También queda evidente que con el método corregido
de Laplace el valor estimado de 7 converge a su valor
esperado con un menor numero de lanzamiento de
agujas casi en un factor de 10 al compararlo con el
método original de Buffon.

5. CONCLUSIONES

En esta experiencia se mostraron tres distintos
métodos que aplican Monte Carlo para estimar el
valor de 7: el método simple por comparacién de
areas, el método propuesto por Buffon mediante
el lanzamiento de agujas y el método de Buffon
ampliado por Laplace.
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Estimacion de 200 valores de Pi
obtenidas por Buffon lanzando 2e+08 agujas

%.141003.14125‘3.1415(3. 141753.14200

valor medio Pi simulado

Estimacicn de 200 valores de Pi
obtenidas por Laplace-Buffon lanzando 2e+08 agujas

3000
7000 |
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Frecuencia Pl simulado

Frecuencia Pi simulado
=
o
o
o
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50

]

0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008

valor medio Pi simulado

+3.141

FiG. 12.— Comparacién histogramas. A la izquierda siguiendo
el método de Buffon y a la derecha Buffon con la correccién de
Laplace.
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Se demostré que los resultados obtenidos mediante
una simulaciéon Monte Carlo tienen un caracter
no determinista que cumplen con los teoremas
centrales de la teoria de la probabilidad.

Finalmente, se mostré que se puede lograr simu-
laciones con un alto costo computacional aplicando
un lenguaje de alto nivel como Python y la libreria
Numpy, lo que permite tener un cédigo simple y leg-
ible.
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