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RESUMEN

Este trabajo describe la dinámica poblacional de células cancerosas en interacción con
células normales, ası́ como con células efectoras que están relacionadas con la respuesta
inmunológica. El modelo se basa en ecuaciones logı́sticas que describen el crecimiento de
las poblaciones de células cancerosas y normales, en las ecuaciones de Lotka Volterra para
especies en competencia, incluyendo los efectos de la radiación en ambos tipos de células;
finalmente, se utiliza la ecuación de Michaelis-Menten que da cuenta de la interacción entre
células cancerosas y efectoras. Los parámetros del modelo están en relación con las interac-
ciones entre los diferentes tipos de células y en particular, sobre los efectos de inactivación
de células cancerosas debido a la acción de las normales, además de la transformación de
células normales causada por la presencia de las tumorales. En el presente trabajo también
consideramos la radiosensibilidad de cada tipo de células. Realizamos un análisis de estabi-
lidad lineal del modelo, determinando proyecciones en tres dimensiones de hiper volúmenes
de estabilidad en el espacio de parámetros. El modelo exhibe una gran riqueza dinamice que
va desde puntos fijos a comportamientos caóticos. Consideramos varias regiones del espacio
de parámetros buscando situaciones que conduzcan a la eliminación de células tumorales
por efecto de la radiación, sin modificar o disminuyendo ligeramente la población de células
normales. Esta última situación podrı́a constituir una aplicación importante del trabajo, rela-
cionado con un tratamiento eficaz de la radioterapia en pacientes con cáncer.

Código(s) PACS: 87.19.xj – 87.55.Qr – 05.45.Ac

Descriptores: Cáncer – radioterapia – caos de pocas dimensiones.

ABSTRACT

This work describes the population dynamics of cancerous cells when they interact with
healthy cells, as well as, effector cells that defend the body in an immune response. The
model is based on logistic equations that describe the growth cancerous and healthy cell
population. The Lotka-Volterra equation for competitive species includes the radiation effects
on both cells and the Michaelis-Menten equation considers the interaction between cancerous
and effector cells. The parameters of the model are related to the interactions between the
different types of cells. It is crucial to take into account the inactivation of the cancerous cells
produced by the action of the other types of cells. On the other hand, it is also essential to
consider the transformation of the healthy cells caused by the presence of tumor cells. We also
discuss the radiosensitivity of each type of cell. We performed the linear stability analysis of
our model, determining stability volumes in several projections of the hypervolume of the
parameter space. The model exhibits a great dynamical richness going from fixed points to
chaotic behaviors. We took into consideration several regions of the parameter space looking
for parameter values leading to the situation in which the radiation tends to eliminate the
tumor cells with no or slight modifications on the healthy cells populations. The latter could
constitute an essential application for effective radiotherapy treatment.

Subject headings: Cancer – radiotherapy — low-dimensional chaos.
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1. INTRODUCCIÓN

El cáncer refleja alteraciones genéticas de una
célula, cuyo crecimiento es diferente a las células
vecinas, donde las células cancerosas se multiplican
de manera descontrolada como lo señala Menchón
(2007), entre otros. El sistema inmunológico, al de-
tectar la proliferación descontrolada de las células
cancerosas, segrega sustancias tóxicas para elimi-
narlas; sin embargo, algunas células del sistema
inmunológico mueren en este proceso tal como lo
apunta Gałach (2003). Ası́, estas células son reem-
plazadas por otro lote de células efectoras, que
repiten el proceso de manera cı́clica como lo men-
cionan Valle et al. (2014). Por otro lado, las células
normales interactúan con las células cancerosas y su
presencia permite que se inhiban mutuamente, as-
pecto indicado por de Pillis & Radunskaya (2003) y
Kuznetsov et al. (1994).

En este caso, es más probable que las células nor-
males imiten la capacidad de multiplicación de las
células cancerosas por lo que las células normales
vecinas se transforman en cancerosas, como lo es-
tablece Menchón (2007). Román (2007) afirma que
los diferentes tipos de cáncer, en general son ataca-
dos por una combinación de tratamientos como la
radioterapia y la quimioterapia. Según Rizo-Potau
(2016), la radioterapia afecta el sistema de repli-
cación de las células malignas y según Pinar-Sedeño
et al. (2004) es utilizada para combatir linfomas y
cánceres sólidos, mientras que la quimioterapia uti-
liza fármacos para eliminar las células cancerosas
como lo mencionan Menchón (2007), enfocándose
al tratamiento de leucemias y mielomas, según afir-
man Gómez-Almaguer et al. (2010). Por otro lado,
según Román (2007), los procedimientos quirúrgicos
tienen por objeto extraer las células tumorales.

La radiación actúa de modo que, a mayor dosis,
una cantidad más elevada de células cancerosas es
atacada. Este tratamiento puede generar complica-
ciones cuando se irradia una proporción significa-
tiva de células sanas como lo indican Calvo & Es-
cude (1985) y Belostotski & Freedman (2005),
quienes concluyen que se debe hacer un análisis
costo-beneficio en estos casos.

Liu & Yang (2014) presentan un modelo
matemático concerniente al tratamiento del cáncer
con radioterapia, en el que se analiza la coexisten-
cia de células sanas y cancerosas. Por otra parte,
Isea & Lonngren (2015), también estudian un mo-
delo competitivo en el cual se considera la acción de
la radiación en el sistema. Asimismo, Itik & Banks
(2010) utilizan un modelo dinámico de expansión del
cáncer, que incluyen a células de tejido sano, can-
ceroso y células del sistema inmunitario, que con-
lleva a un comportamiento estrictamente caótico. Por
otro lado, Gallas et al. (2014) estudian el modelo de
crecimiento de cáncer planteado por de Pillis & Ra-
dunskaya (2003), clasificando los estados oscilato-
rios que presenta fases de regularidad y caos.

Por último, se puede mencionar a Ghaffari et al.

(2016), que utilizan un sistema de ecuaciones di-
ferenciales para describir la acción de la radiote-
rapia y quimioterapia, examinando la interacción
entre células del sistema inmunológico, cancerosas
y el agente quimioterapéutico que juega el rol
de depredador, sus resultados proponen que el
tratamiento deberı́a cambiar la dinámica del cáncer
y no solo reducir la población de células can-
cerosas optimizando el tratamiento tradicional. Exis-
ten otros tratamientos como la la inmunoterapia
y las combinaciones de los diversos tratamientos
como lo especifican Castorina et al. (2007). Por
ejemplo, si la cirugı́a extirpa el cúmulo de células
cancerosas, puede optimizarse sus resultados eli-
minando su propagación a células sanas utilizando
la radioterapia para controlar el crecimiento de las
células cancerosas que quedaron en el sistema del
individuo, aspectos estos mencionados por Castorina
et al. (2007).

Luego, para el análisis de este artı́culo se pre-
tende, describir el comportamiento poblacional de
células cancerosas irradiadas, mediante una simu-
lación computacional, de acuerdo a las radiosensibi-
lidades de los órganos afectados. En ese sentido, el
trabajo se estructura de la siguiente manera: en la
Sec. 2, se explica el estado del arte del problema y los
modelos a ser utilizados para el análisis. Las cuen-
cas de atracción obtenidas utilizando el modelo más
general se muestran en la Sec. 3, donde también se
ilustran series temporales correspondientes a situa-
ciones interesantes provenientes de la inspección de
las diferentes cuencas de atracción. Finalmente, en
la Sec. 4 se resaltan los resultados más importantes
del trabajo y sus implicaciones, ası́ como las pers-
pectivas que se traducirán en la continuación de la
investigación teniendo como meta el acercarnos a
situaciones más realistas que conduzcan a mejoras
en los tratamientos de radioterapia.

2. MÉTODOS

Los modelos que involucran la acción de la ra-
diación sobre conjuntos de células cancerosas y
normales deben considerar que el parámetro rela-
cionado con la radiación esté ı́ntimamente ligado con
la dosis absorbida y/o con la equivalente, Las ideas
iniciales del presente trabajo surgen de los resulta-

dos obtenidos por Ramı́rez-Ávila (2017) donde se
plantea el modelo poblacional de células cancerosas,
normales y efectoras con base en ideas tı́picas uti-
lizadas en este tipo de modelos, tales como las ecua-
ciones logı́stica, de Lotka-Volterra y de Michaelis-
Menten, además de introducir un parámetro rela-
cionado con la radiación que afecta, en su forma ge-
neral, tanto a las células cancerosas como a las veci-
nas normales. Para poner en contexto el significado
de las ecuaciones y los parámetros presentes en las
mismas, se describen a continuación los modelos sin
y con el término correspondiente a la radiación.

2.1. Modelo sin radiación

Se plantea un modelo de competición de Lotka-
Volterra, que permite encontrar un mecanismo de in-
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teracción entre dos especies diferentes; en este caso,
se tendrá las células malignas o cancerosas M(t), las
células sanas o normales N(t) y las células efectoras
o pertenecientes al sistema inmunológico E(t). Ini-
cialmente se utilizará el modelo normalizado de Itik
& Banks (2010), que presenta la siguiente estruc-
tura:

dM

dt
= c1M

(

1−
M

k1

)

− a12MN − a13ME (1)

dN

dt
= c2N

(

1−
N

k2

)

− a21MN (2)

dE

dt
=

c3ME

M + k3
− a31ME − d3E . (3)

El primer término de la Ec. (1) está relacionado con
el crecimiento logı́stico de las células cancerosas en
ausencia de otras poblaciones celulares. En este caso,
la capacidad de carga es k1 y la tasa de crecimiento es
c1. La competición entre las células sanas N(t) y las
cancerosas M(t), disminuye la tasa de crecimiento de
estas últimas. Finalmente, la eliminación de células
cancerosas, debida a la acción de las células del sis-
tema inmunológico E(t) es descrita por el término
caracterizado por a13.

La Ec. (2) describe la tasa de crecimiento de
población de células sanas o normales, donde el
primer término está relacionado con el crecimiento
logı́stico, con una capacidad de carga k2 y tasa de
crecimiento c2. Se asume que la proliferación de
células cancerosas es más rápida que la corres-
pondiente a las células sanas, de modo que c1 >
c2. Además, las células cancerosas inactivan a las
células sanas a una tasa a21.

La Ec. (3) da cuenta de la tasa de variación de
las células del sistema inmunológico o células efec-
toras. El primer término describe la estimulación de
las células cancerosas sobre el sistema inmunológico,
en tanto que el segundo está relacionado con la inac-
tivación de las células del sistema inmunológico por
acción de las células cancerosas a una tasa a31. Por
último, las células del sistema inmunológico pueden
desaparecer de manera natural a una tasa dE .

Desde el punto de vista biológico existe una varie-
dad de células del sistema inmunológico que se ac-
tivan ante la presencia de diversos agentes que pre-
tenden afectar a un organismo, si bien su presencia
y actividad biológica son diferentes, acá se se las con-
sidera como si fuesen de un solo tipo, cuya acción es
únicamente inactivar las células cancerosas y evitar
su proliferación. Por otro lado, se espera que en una
situación hipotética en la que las células cancerosas
hubiesen sido eliminadas, las células del sistema in-
munológico dejarı́an de actuar en el organismo.

El modelo propuesto considera a las células del
sistema inmunológico como linfocitos T citotóxicos
(CTL), las Natural Killer NK y se producen como
células vı́rgenes que no muestran respuesta alguna
a las células cancerosas; a menos que, se activen por
las células portadoras de antı́genos (APC) a través
de proteı́nas especializadas llamadas moléculas del
complejo principal de histocompatibilidad (MHC) en

presencia de antı́genos especı́ficos de tumor, como lo
mencionan Abbas et al. (2015).

Por simplicidad consideraremos el modelo original
obtenido por de Pillis & Radunskaya (2003) que im-
plica un reajuste y adimensionalización del sistema
de ecuaciones:

dM

dt
=M (1−M)− σMNMN − σMEME (4)

dN

dt
= νN (1−N)− σNMMN (5)

dE

dt
=

εME

M + kE
− σEMME − dEE . (6)

Es importante hacer notar que los factores σ, respon-
den a la siguiente interpretación: σxy = tasa de inac-
tivación de las células x, debidas a las células y. En
nuestro caso, σMN está en relación a la inactivación
de las células cancerosas debido a la presencia de las
normales; mientras que σNM está relacionada a la
transformación de las células normales en malignas.

2.2. Modelo con radiación

La radioterapia tiene su origen en el concepto de
que las células tumorales son más sensibles a la
radiación que las normales Bergonié & Tribondeau
(1906) y complementada con otras investigaciones
como las de Wintz (1938). Ası́, cuando se quiere em-
plear un modelo que sea útil en radioterapia, se debe
considerar la aplicación de cierta dosis de radiación
sobre el sistema, por lo que toma la forma:

dM

dt
=M (1−M)− σMNMN − σMEME − rM (7)

dN

dt
= νN (1−N)− σNMMN − rpN (8)

dE

dt
=

εME

M + kE
− σEMME − dEE , (9)

donde el factor p, está en relación con la radiosensi-
bilidad normalizada de las células sanas comparada
a aquella de las cancerosas 0 < p ≤ 1; en tanto que
el coeficiente r, está ligado con la intensidad de ra-
diación recibida por el sistema y por ende con la
dosis. Es importante señalar que los parámetros r
y p son experimentalmente estimables mediante la
determinación de la dosis equivalente (H). Como
ya se mencionó anteriormente, las caracterı́sticas
dinámicas de las células del sistema inmunológico
juegan un papel importante para la lucha contra los
agentes externos que pudiesen afectar a las células
normales, tal como lo señalan de Pillis & Raduns-
kaya (2003).

El análisis del modelo con radiación está su-
jeto a los coeficientes de las ecuaciones diferen-
ciales que permiten la construcción del espacio de
parámetros y sus correspondientes proyecciones que
permiten establecer la dinámica del sistema. Los va-
lores apropiados a ser utilizados como valores de los
parámetros fueron obtenidos a través de un análisis
de estabilidad del modelo, mismo que fue obtenido
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por Ramı́rez-Ávila (2017), donde además se mues-
tran las diferencias entre los modelos con y sin ra-
diación.

Otra forma de estudiar sistemas dinámicos es a
través de las denominadas cuencas de atracción que
se las define como conjuntos de condiciones iniciales
que conducen a un determinado atractor como lo
señala Ott (1993) o en situaciones a multiesta-
bilidad, situación referida por Pisarchik & Feudel
(2014); es decir, a posibles estados finales diferentes
que dependen de las condiciones iniciales. Nos val-
dremos de esta técnica para explorar condiciones ini-
ciales que conduzcan a situaciones en las que la apli-
cación de la radiación tenga como resultado la elimi-
nación de las células cancerosas (ver Sec. 3.1). Es ası́
que a partir de las cuencas de atracción obtenidas,
se hace un análisis del comportamiento de las pobla-
ciones celulares, variando los parámetros, dentro de
las regiones de estabilidad, que permitirá hacer al-
gunas interpretaciones biológicas, referentes al com-
portamiento de las células cancerosas y las células
normales. Por consiguiente, se describirá el com-
portamiento poblacional de células cancerosas irra-
diadas, ası́ como los efectos que pueden darse en
células vecinas normales, para encontrar la solución
óptima, que maximice el efecto nocivo de la radiación
sobre las células cancerosas, y minimice su efecto so-
bre las células normales.

3. RESULTADOS

El análisis de estabilidad realizado por Ramı́rez-

Ávila (2017), permitió determinar las regiones de
estabilidad para situaciones en las que se tiene ra-
diación actuando sobre células cancerosas y nor-
males, considerando además que cada uno de estos
tipos de células tienen radiosensibilidades diferen-
tes. En este caso, cuando la radiación actúa sobre
el sistema (células cancerosas y normales), se obtu-
vieron cuencas de atracción bajo diferentes criterios:
poblaciones finales de células después de un tiempo
t (a) cancerosas M , (b) normales N , (c) efectoras E
y (d) razón de células cancerosas a normales M/N ,
como las que se muestran en la Fig. 1.

Obsérvese que la distribución de valores iniciales
para las células cancerosas y normales van de cero
a uno, mientras que la población inicial correspon-
diente a las células del sistema inmunológico es de
0.01 y se activa con la presencia de las células can-
cerosas en el organismo.

Según las gráficas mostradas, los estados finales
encontrados en todos los tipos de células están re-
presentados por un color determinado de una barra
de colores con la escala correspondiente. En el caso
particular de la Fig. 1 donde la desaparición de
algún tipo de célula es reflejada con el color extremo
de valor inferior en la barra de colores (Figs. 1(a),
(c) y (d)). El hecho anterior se refleja también por
la escala de valores extremadamente pequeña que
muestran para estos casos las barras de colores.
En otros términos, sin importar las poblaciones ini-
ciales de células normales y cancerosas, se llega al
mismo comportamiento poblacional final. Se hace

notar que la resolución de todas las cuencas de
atracción mostradas en este trabajo es de 100×100
pı́xeles.

En los gráficos posteriores solamente se mostrarán
las cuencas de atracción correspondientes a una de
las poblaciones celulares o en su defecto, a la razón
de las poblaciones de células cancerosas y normales.
En todos los casos, se considerará un tiempo de 1000
unidades arbitrarias (u.a.) con un paso máximo de
10−3 utilizando por simplicidad como método de in-
tegración el de Runge-Kutta (4,5) al ser una librerı́a
de Octave. El tiempo de integración está en relación
con el tiempo de irradiación, el cual a su vez estará
en función de la dosis planificada, la cual, dependerá
del equipo con el que se esté trabajando. En otras pa-
labras, se llegará a la dosis en el tiempo que dure la
sesión de radioterapia. Ası́ por ejemplo, si la sesión
dura cinco minutos, este tiempo corresponde a las
1000 u.a. mencionadas anteriormente. Los resulta-
dos obtenidos analizando las regiones de estabilidad
se describen a continuación.

3.1. Eliminación de células cancerosas

En el entendido que el modelo está pensado en
que puede ser generalizado para su uso en situa-
ciones que impliquen irradiar células cancerosas
y normales, como ocurre cuando se realiza un
tratamiento de radioterapia; el análisis de las cuen-
cas de atracción estará orientado bajo ese enfoque.
Ası́, se puede observar situaciones en las que es
conveniente aplicar radioterapia. Los parámetros es-
tablecidos dentro de las regiones de estabilidad que
conducen a la eliminación de las células cancerosas
y que son considerados fijos para obtener las cuen-
cas de atracción son: σME = 2.50, ν = 0.60, ε = 3.00,
kE = 1.00, σEM = 0.20, dE = 0.50; en tanto los que
pueden variar son: σMN , σNM , r y p.

De donde la cuenca obtenida está representada
en la Fig. 2; en la cual, se puede ver que no im-
porta la población inicial de las células cancerosas,
el paciente puede encontrarse en un estado inicial
de cáncer o en una fase final, luego del tratamiento,
la población final de las células cancerosas es cer-
cana a cero. Sin embargo, la población de células nor-
males sobrevive. Además se observa que la población
de células efectoras al final del proceso también se
reduce hasta eliminarse, pues su presencia ya no
es necesaria al haber desaparecido las células can-
cerosas. Asimismo, se nota la presencia de puntos de
distinto color al azul; esto se debe a que las cuen-
cas de atracción fueron obtenidas integrando hasta
1000 u.a. de tiempo, siendo que los pı́xeles repre-
sentando colores diferentes al azul dan cuenta de
condiciones iniciales que conducen a la casi elimi-
nación de las células cancerosas para tiempos ma-
yores a 1000 u.a. Ası́ por ejemplo, para la condición
inicial (M0, N0) = (0.16, 0.42), la casi eliminación de
las células cancerosas ocurre luego de 1154 u.a. de
tiempo. Para los otros pı́xeles de colores, se verifica
que las condiciones iniciales asociadas a los mismos,
también conducen a la casi eliminación de las células
cancerosas sin afectar a las células normales.
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FIG. 1.— (Color online) Cuencas de atracción donde los ejes de abscisas y ordenadas corresponden a las poblaciones iniciales de

células cancerosas y normales respectivamente. Las imágenes corresponden a los estados poblacionales finales, después de un tiempo

en unidades arbitrarias (u.a.) t = 1000 u.a. para las células (a) cancerosas M , (b) normales N , (c) del sistema inmunológico E y (d)

del cociente de los estados finales entre la cantidad de células cancerosas sobre las normales M/N . Con valores de los parámetros:

σMN = 1, σME = 2.50, ν = 0.60, σNM = 1.50, r = 0.17, p = 0.01, ε = 3.00, kE = 1.00, σEM = 0.20, dE = 0.50.

FIG. 2.— (Color online) Situación final (finalizada la irradiación)

de la población de células cancerosas; nótese que, al ser la gráfica

casi completamente azul, puede afirmarse que la población final

de células cancerosas tiende a cero con el tiempo, pero la población

de células normales no desaparece. Los valores utilizados para los

parámetros: σMN = 0.96, σNM = 1.50, r = 0.17, p = 0.01.

En la Fig. 3 se muestra la gráfica correspondiente
a las series temporales de los tres tipos de células
con diferentes poblaciones iniciales. En las men-
cionadas series de tiempo, se verifica que al mar-
gen de las condiciones iniciales de las poblaciones
celulares, el tratamiento logra reducir la población
de las células cancerosas, tendiendo su valor a cero.
Lo mismo ocurre con las células del sistema in-
munológico que se inactivan al eliminarse las células
malignas, acompañando el comportamiento de es-
tas; es decir, si las células tumorales se eliminan,
también lo harán las efectoras. Por otro lado, la can-
tidad de células normales tiende a ser predominante,
no viéndose afectada por la acción de la radiación. En
estas series de tiempo, hay una clara tendencia hacia

un punto fijo (constancia de las poblaciones), donde
los transitorios pueden jugar un rol importante en
el sentido de que permitirán la planificación de la
irradiación, de manera tal que se garantice el obje-
tivo de la eliminación de células cancerosas. Como se
mencionó anteriormente, existen varias regiones con
diversos parámetros en las que el comportamiento
poblacional de las células cancerosas disminuye por
efectos de la radiación, sin afectar a la población
de células normales, estos pueden resumirse en la
Tabla 1. Los valores de los parámetros fueron elegi-
dos barriendo toda la gama de valores dentro de las
regiones de estabilidad y escogiendo aquellos que
conducen a tener como resultado la eliminación de
las células cancerosas. Si bien es cierto que los va-
lores de p son esencialmente pequeños; esto está
en relación con el hecho de que en tratamientos de
radioterapia se utilizan blindajes para proteger las
zonas adyacentes a las tumorales que reciben la ra-
diación.

3.2. Regiones donde el tratamiento no es efectivo

Estas regiones se obtuvieron con algunos
parámetros donde los resultados son aquellos
que describen un comportamiento en el que la
población de células cancerosas se impone sobre las
células normales.

Con los siguientes parámetros: σMN = 1.00, σME =
2.50, ν = 0.60, σNM = 1.50, r = 2.50, p = 0.644,
ε = 3.00, kE = 1.00, σEM = 0.20, dE = 0.50, se
puede ver en la Fig. 4, la cuenca de atracción que
indica cómo la aplicación de la radiación elimina casi
por completo la población de células cancerosas sin
importar las condiciones iniciales en lo que respecta
a las poblaciones de células normales y cancerosas
(M0, N0). Una situación similar (que no se muestra)
se presenta para la población de células normales
que también tiende a ser eliminada.

En la Fig. 5, se tienen las gráficas correspondien-
tes a las series temporales que describen el com-
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FIG. 3.— (Color online) Comportamiento poblacional de las células cancerosas, normales y efectoras, considerando los parámetros

σMN = 0.96, σME = 2.50, ν = 0.60, σNM = 1.50, r = 0.17, p = 0.01, ε = 3.00, kE = 1.00, σEM = 0.20, dE = 0.50 (a) La gráfica

corresponde a una población inicial de 0.1 de células cancerosas y 0.9 de células normales. (b) Se describe el comportamiento poblacional

con 0.6 de células cancerosas y 0.4 de células normales. (c) La gráfica corresponde a una población inicial de 0.9 de células cancerosas y

0.1 de células normales.

TABLA 1

EJEMPLO DE VALORES DE PARÁMETROS CONDUCENTES AL

EFECTO DE LA RADIACIÓN EN EL QUE SE ELIMINAN LAS

CÉLULAS CANCEROSAS SIN AFECTAR A LAS CÉLULAS

NORMALES.

σMN σNM r p

1.00 1.50 0.17 0.08

0.96 1.50 0.17 0.01

1.00 1.50 0.17 0.01

1.04 1.50 0.17 0.01

1.08 1.50 0.17 0.01

1.12 1.50 0.17 0.01

1.16 1.50 0.17 0.01

1.20 1.50 0.17 0.01

1.24 1.50 0.17 0.01

1.28 1.50 0.17 0.01

1.32 1.50 0.17 0.01

1.36 1.50 0.17 0.01

1.40 1.50 0.17 0.01

1.44 1.50 0.17 0.01

1.48 1.50 0.17 0.01

1.52 1.50 0.17 0.01

1.56 1.50 0.17 0.01

1.60 1.50 0.17 0.01

1.64 1.50 0.17 0.01

1.68 1.50 0.17 0.01

1.00 1.50 0.33 0.01

1.00 1.50 0.33 0.08

1.00 1.50 0.33 0.16

1.00 1.50 0.41 0.01

1.00 1.50 0.41 0.16

1.00 1.50 0.25 0.01

1.00 1.80 0.25 0.01

1.00 1.50 0.25 0.08

1.00 1.50 0.25 0.16

portamiento poblacional mencionado anteriormente
(eliminación de todas las poblaciones celulares), es-
tas gráficas fueron generadas para diferentes condi-

FIG. 4.— (Color online) Situación final a nivel poblacional de

las células normales. Obsérvese que el color es prácticamente uni-

forme y muy próximo a cero, por lo que puede afirmarse que la

población final de células normales tiende a desaparecer y lo pro-

pio ocurre con las cancerosas.

ciones iniciales en las poblaciones de células. Esta
situación si bien es interesante desde el punto de
vista de comportamiento dinámico del sistema, debe
evitarse en un tratamiento de radioterapia.

Muchas regiones con un comportamiento similar
pueden ser encontradas realizando variaciones en
sus condiciones, obsérvese la Tabla 2.

En la Tabla 2 se tiene un conjunto de valores de
parámetros para los cuales se observa un efecto ad-
verso en las células normales que son eliminadas
junto con las cancerosas, en contraposición al obje-
tivo de optimizar un tratamiento por radioterapia,
que elimine las células cancerosas y causando efectos
mı́nimos en la población de células normales. Sin em-
bargo, la información obtenida puede utilizarse para
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FIG. 5.— (Color online) Comportamiento poblacional de las células cancerosas, normales y efectoras, considerándose los siguientes

valores de parámetros σMN = 1.00, σME = 2.50, ν = 0.60, σNM = 1.50, r = 2.50, p = 0.644, ε = 3.00, kE = 1.00, σEM = 0.20,

dE = 0.50. Considerándose las condiciones iniciales para células cancerosas y normales (M0, N0): (a) (0.1, 0.9), (b) (0.6, 0.4) y (c)

(0.9, 0.1). Nótese que en todos los casos, las poblaciones celulares tienden a desaparecer.

TABLA 2

EJEMPLOS DE VALORES DE PARÁMETROS QUE CONDUCEN A

QUE LAS CÉLULAS CANCEROSAS Y NORMALES TIENDAN A

DESAPARECER POR EFECTO DE LA ACCIÓN DE LA RADIACIÓN.

σMN σNM r p

1.00 1.50 2.50 0.644

1.00 1.50 4.00 0.644

1.00 1.50 0.09 0.880

1.00 1.50 0.09 0.960

1.00 1.50 0.17 0.640

buscar nuevas alternativas para el paciente ya sea
modificando los valores de parámetros o los de las
condiciones iniciales.

3.3. Regiones con un comportamiento oscilatorio

Este tipo de regiones muestra un comportamiento
con diferentes valores de los promedios de la razón
entre la población de células cancerosas a la de
normales; en otras palabras, existen oscilaciones
de estas poblaciones que se reflejan en una dis-
tribución de valores que forman una suerte de
patrón en la cuenca de atracción come se ve en
la Fig. 6. La mencionada cuenca fue obtenida con-
siderando los valores de parámetros: σMN = 0.84,
σME = 2.50, ν = 0.60, σNM = 1.50, r = 0.17, p = 0.01,
ε = 3, kE = 1.00, σEM = 0.20 y dE = 0.50.

La barra de colores en la Fig. 6 muestra las ten-
dencias para las cuales se tiene ligera preponderan-
cia de células normales y casi eliminación de células
cancerosas (región azul); en contraposición, ocurre
una predominancia de las células cancerosas sobre
las normales en la región amarilla.

Para las condiciones mencionadas, las series tem-
porales se muestran en la Fig. 7, donde se observa
que para los ejemplos elegidos, las poblaciones celu-
lares oscilan periódicamente y con valores mayores
para las poblaciones de células normales. Este com-

FIG. 6.— (Color online) Cuenca de atracción considerando la

razón de las poblaciones de células cancerosas a normales (M/N ),

correspondiente a los parámetros mencionados en la Sec. 3.3. Esta

imagen muestra regiones en las cuales la población de células can-

cerosas, en promedio es predominante o minoritaria de acuerdo

con las condiciones iniciales de las poblaciones celulares malignas

y normales. La distribución de colores nos da la pauta de que las

poblaciones celulares están oscilando periódicamente.

portamiento puede deberse a que los valores de r
son pequeños como para producir la eliminación to-
tal de las células. Si bien este comportamiento no
cumple el requisito de nuestro objetivo (eliminación
de las células cancerosas sin afectar a las sanas);
sin embargo, el conocimiento de estos comportamien-
tos periódicos puede ser de utilidad al encarar un
tratamiento con radiación. Por ejemplo, si se conoce
las caracterı́sticas de estas oscilaciones, para una ir-
radiación posterior, podrı́a escogerse el inicio de la
misma cuando el número de células cancerosas esté
en un mı́nimo; ası́, se podrı́a evitar que vuelva a cre-
cer esta población, con el consecuente aumento de la
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TABLA 3

EJEMPLOS DE VALORES DE PARÁMETROS CORRESPONDIENTES

A UNA SITUACIÓN DE IRRADIACIÓN EN LA QUE FINAL DE LA

MISMA, LAS POBLACIONES CELULARES PRESENTAN UN

COMPORTAMIENTO DE OSCILACIÓN PERIÓDICA.

σMN σNM r p

1.00 1.50 0.01 0.644

1.00 1.50 0.01 0.08

1.00 1.50 0.01 0.32

1.00 1.50 0.01 0.64

1.00 1.50 0.09 0.64

0.80 1.50 0.17 0.01

0.84 1.50 0.17 0.01

probabilidad de eliminarla.
La Tabla 3, muestra algunos ejemplos de valores

de parámetros que permiten obtener comportamien-
tos similares; es decir, oscilaciones periódicas de las
poblaciones celulares.

3.4. Regiones con un comportamiento caótico

Estas son regiones cuyos resultados no están
claramente delimitados, las cuencas de atracción
presentan saltos aparentemente discretos en los
resultados finales, una de las cuencas con es-
tas caracterı́sticas fue obtenida con las siguien-
tes condiciones: σMN = 1.00, σME = 2.50, ν = 0.60,
σNM = 1.70, r = 0.17, p = 0.01, ε = 3.00, kE = 1.00,
σEM = 0.20, dE = 0.50.

La cuenca de atracción que representa los valores
del promedio de la razón M/N según las condiciones
iniciales elegidas se muestra en la Fig. 8. En ella
puede apreciarse que el cociente de la población fi-
nal de células cancerosas sobre las células normales
toma valores que no generan una gráfica uniforme,
observándose regiones granuladas; es decir, se tiene
en casi toda la cuenca, pı́xeles de diferentes colo-
res que parece representar la rúbrica del compor-
tamiento caótico de las variaciones experimentadas
por las poblaciones celulares.

Como puede verse en la Fig. 8, el resultado final
para una población alta de células cancerosas, no
se muestra una regularidad aceptable, es decir para
cada punto de la distribución, los resultados finales
presentan saltos discretos. Sin embargo, también
se puede mencionar que para bajas cantidades de
población inicial de células normales la población
de células cancerosas se elimina y la población de
células normales sobrevive.

Las series temporales correspondientes a las
condiciones mencionadas, pueden observarse en la
Fig. 9, en ellas se verifica que no existe regularidad
en los resultados finales luego del tratamiento. Por
consiguiente, desde un punto de vista clı́nico, esta
situación de comportamiento caótico de las pobla-
ciones deberı́a evitarse. Una forma es aumentando
la dosis, pero teniendo la precaución de que esto no
ocasione daños en las células normales.

La Tabla 4 muestra algunos valores de parámetros
para los cuales se tienen comportamientos condu-
centes a variaciones caóticas, en promedio, de las

TABLA 4

EJEMPLOS DE VALORES DE PARÁMETROS CORRESPONDIENTES

A UNA SITUACIÓN DE IRRADIACIÓN DURANTE 1000 U.A. DONDE

AL FINAL DE LA MISMA, SE TIENE UN COMPORTAMIENTO DE

VARIACIÓN CAÓTICA DE LAS POBLACIONES CELULARES.

σMN σNM r p

1.00 1.50 0.17 0.16

1.00 1.70 0.17 0.01

1.00 3.90 0.17 0.01

0.92 0.50 0.17 0.01

poblaciones celulares.

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Considerando los resultados del presente estu-
dio, se pudo ver la evolución del comportamiento
poblacional de los tres tipos de células bajo ciertas
condiciones, sobre todo dándole importancia predo-
minante a los aspectos relativos a la irradiación.
Se comenzó tomando como punto de partida los re-
sultados del análisis de estabilidad obtenidos por

Ramı́rez-Ávila (2017). Es decir, se tomaron valo-
res de los parámetros de las regiones de estabili-
dad que permitieron obtener la eliminación de las
células cancerosas afectando mı́nimamente a las
células normales. Además, en varias de las situa-
ciones analizadas también se observaron compor-
tamientos periódicos y caóticos de las poblaciones
celulares como en los trabajos de Galindo et al.
(2015) y Gallas et al. (2014). Este aspecto se debe
a que el comportamiento poblacional depende de las
condiciones iniciales en concordancia con el análisis
de Branco (2014). Consecuentemente, se puede in-
ferir que si un paciente comienza con un tratamiento
de radioterapia, cuando el cáncer es detectado en un
estadı́o temprano, los efectos de la radiación suma-
dos al efecto del sistema inmunológico, serán dife-
rentes a otro paciente cuya detección de la patologı́a
se realizó, por ejemplo, en un cáncer terminal.

Si la radiación solamente actúa en las células can-
cerosas y no ası́ en las normales y considerando una
población inicial de células cancerosas alta (0.7), con
un factor ligado a la radiación de 0.12, aún se in-
ducen comportamientos caóticos. Pero si la radiación
se va incrementando, el sistema se estabiliza y la
población de células cancerosas se ve afectada por el
efecto de la radiación, haciendo que dicha población
tienda a desaparecer. Este resultado implica que, a
mayor radiación, el sistema llega a una situación
más estable en menos tiempo.

Una de las situaciones analizadas considera el he-
cho de que, si la población de células cancerosas
es alta al inicio del tratamiento, el efecto de la ra-
diación toma mayor tiempo en manifestarse. Una
situación similar fue encontrada por Valle (2016),
donde se consideró la quimioterapia en lugar de
la radiación y pudo evidenciar que las poblaciones
grandes de células cancerosas requieren mayor can-
tidad de dosis suministrada. Sin embargo, la dosis
utilizada también tiene un efecto sobre las células
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FIG. 7.— (Color online) Comportamiento poblacional de las células cancerosas, normales y efectoras, considerando los siguientes

parámetros σMN = 0.84, σME = 2.50, ν = 0.60, σNM = 1.50, r = 0.17, p = 0.01, ε = 3.00, kE = 1.00, σEM = 0.20, dE = 0.50. Estando

dadas las condiciones iniciales de células cancerosas y normales (M0, N0) como: (a) (0.1, 0.9), (b) (0.7, 0.3) y (c) (0.8, 0.2).

FIG. 8.— (Color online) Cuenca de atracción correspondiente a

los parámetros mencionados en esta sección. Esta imagen mues-

tra las regiones en las cuales el cociente de la población de células

cancerosas sobre las normales al final de la irradiación (después

de 1000 u.a.) tiene un comportamiento de oscilaciones caóticas que

se refleja en el aspecto granulado de la cuenca de atracción.

normales. En ese sentido, es importante conside-
rar la aplicación de dosis más bajas, pero aplicadas
durante una mayor cantidad de tiempo, este tipo
de tratamiento tendrı́a un menor efecto sobre las
células del sistema inmunológico situación afirmada
por de Pillis et al. (2006). El resultado más rele-
vante obtenido es haber determinado los valores de
parámetros de control (mostrados en la Tabla 1) que
conducen a la eliminación de las células cancerosas
sin afectar mayormente a las normales. Lo ante-
rior puede ser un aspecto importante para la plan-
ificación de los tratamientos por radioterapia, para
que los mismos sean efectivos al margen de las condi-
ciones iniciales en las poblaciones celulares. Este re-
sultado permite vislumbrar un panorama alentador
del uso del modelo.

La información analizada en el párrafo anterior,
fue corroborada con las gráficas de las series tem-
porales elegidas (ver Fig. 3), donde pudo verificarse
que, en cada situación es posible eliminar las células
cancerosas sin alterar o hacerlo mı́nimamente en
la población de células normales. Es importante
mencionar que la población de células del sistema
inmunológico desaparece al final del tratamiento,
cuando la población de células tumorales es muy
pequeña, lo que se traduce en una inactivación de
las células efectoras.

Dentro de los numerosos resultados que se obtu-
vieron, se pudo identificar condiciones en las que
las células cancerosas se imponen sobre las células
normales, bajo ciertos valores de parámetros, las
poblaciones iniciales de las células normales y can-
cerosas, no juegan ningún papel importante. En este
punto aparentemente los resultados no son rele-
vantes para el objetivo del trabajo de investigación,
pero en la práctica pueden ser utilizados para de-
sestimar un tratamiento por radioterapia y utilizar
otro que pueda ser más efectivo para el paciente.
Por otro lado, los resultados obtenidos mostrando
comportamientos periódico y caótico, indican que la
aplicación de la radiación no permite que las pobla-
ciones celulares logren una estabilización, esto nos
hace pensar que fraccionar la dosis de radiación
y aplicarla en situaciones en las que la población
de células cancerosas alcance un mı́nimo relativo
o cuando la población de células del sistema in-
munológico se halle en un máximo relativo, pueden
mejorar también el tratamiento tendiente a hacer
desaparecer las células cancerosas.

Finalmente, es conveniente mencionar que como
proyección se pretende analizar este sistema
dinámico bajo la acción de otro tipo de tratamien-
tos como la inmunoterapia. Aspectos relacionados
con cronobiologı́a pueden resultar interesantes dada
la dependencia que se tiene con las condiciones ini-
ciales. Considerar en el trabajo la posibilidad de hal-
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FIG. 9.— Comportamiento poblacional de las células cancerosas, normales y efectoras, considerándose los siguientes parámetros

σMN = 1.00, σME = 2.50, ν = 0.60, σNM = 1.70, r = 0.17, p = 0.01, ε = 3.00, kE = 1.00, σEM = 0.20, dE = 0.50. Los valores de las

condiciones iniciales (M0, N0) con las que se trabajó para las células cancerosas y normales, respectivamente fueron (a) (0.49, 0.51), (b)

(0.50, 0.50) y (c) (0.80, 0.20).

lar las condiciones en las que la radiación actúe
en las células cancerosas y estas se eliminen en el
menor tiempo posible, es otra de las perspectivas que
pueden ser explotadas como continuación de este tra-
bajo de investigación.
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Bergonié, J. & Tribondeau, L. 1906, Comptes-Rendus de Séances
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enseñanza Pre-grado (Cuenca: Ediciones de la Universidad de
Castilla La Mancha) (9).

Román, J. M. 2007, Psicooncologı́a4(2), 301-310.
Pinar-Sedeño, B., Aguiar-Bujanda, D., Saez-Bravo, M. L., Ruiz-
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