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RESUMEN

Consideramos el modelo semiclasico de enlace fuerte extendido con un hamiltoniano que
comprende interacciones a primeros y a segundo vecinos para una particula cargada que se
traslada en una red (por el mecanismo de hopping) en presencia de un campo estatico ar-
bitrario y un campo uniforme réapidamente oscilante. La aplicacion del método de Kapitza
permite obtener un hamiltoniano efectivo independiente del tiempo con elementos de salto
(hopping) que dependen de los campos externos estatico y oscilante. Nuestros calculos mues-
tran que la aproximacion semicldsica es bastante buena pues se obtiene, para un campo
oscilante homogéneo, los mismos elementos de salto que se derivan del formalismo cuéntico.
Ademas, controlando el campo oscilante, podemos manipular las interacciones de tal forma
de suprimir lo que serian las interacciones dominantes (a primeros vecinos) y dejar asi como
efectos observables aquellos debidos a lo que de otra manera serian las interacciones rema-
nentes (con vecinos distantes).

Cédigo(s) PACS: 42.50.Ct — 03.65.Sq — 72.10.Bg

Descriptores: Hamiltoniano efectivo — aproximacién semicldsica — modelo de enlace fuerte

ABSTRACT

We consider the semiclassical model of an extended tight-binding Hamiltonian comprising
nearest— and next-to-nearest neighbor interactions for a charged particle hopping in a lattice
in the presence of a static arbitrary field and a rapidly oscillating uniform field. The appli-
cation of Kapitza’s method yields a time independent effective Hamiltonian with long range
hopping elements that depend on the external static and oscillating fields. Our calculations
show that the semiclassical approximation is quite reliable as it yields, for a homogeneous
oscillating field, the same effective hopping elements as those derived within the quantum
approach. Furthermore, by controlling the oscillating field, we can engineer the interactions
so as to suppress the otherwise dominant interactions (nearest neighbors) and leave as ob-
servable effects those due to the otherwise remanent interactions (distant neighbors).

Subject headings: Effective Hamiltonian — semiclassical approximation — tight-binding
model

1. INTRODUCCION

El estudio de la dinamica electronica en redes
cristalinas de estado s6lido adquirié recientemente
un renovado interés en vista de la factibilidad de
técnicas experimentales y la posibilidad de imitar
(emular) dichos fenémenos dindmicos, por ejemplo,
en arreglos de guias de onda 6pticas (Dreisow et al.
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2011; Marte & Stenholm 1997; Lenz 1999; Longhi
et al. 2006; Longhi 2007, 2009; Longhi et al. 2010).
De estos efectos, aquellos que resultan de la apli-
cacion de un campo eléctrico externo AC homogéneo
son relevantes para dilucidar fenémenos de trans-
porte como, por ejemplo, localizacién dinamica, con-
trol coherente de tunelamiento, transiciones metal-
aislante y dinamica de atomos en trampas (Dun-
lap & Kenkre 1986; Rahav et al. 2003; Bandyopad-
hyay & Dattagupta 2008). Si, ademas, los campos
AC se consideran como perturbaciones de alta fre-
cuencia, es posible entonces aplicar un método de
promediacién temporal (debido originalmente a P.
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L. Kapitza para el estudio del péndulo invertido
(Kapitza 1951; Landau & Lifschitz 1985) a fin de
obtener un hamiltoniano efectivo independiente del
tiempo para una red de enlace fuerte. Nuestros re-
sultados permiten manipular las constantes efecti-
vas de tunelamiento en la red, lo que puede ser
util para imitar ciertos fenémenos del estado sélido
(Itin & Neishtadt 2014; Itin & Katsnelson 2015).
De hecho, fue en estos trabajos donde encontramos
el efecto interesante de una interaccion a segun-
dos vecinos que surge por la accién conjunta de un
campo uniforme rapidamente oscilante y un poten-
cial estatico cuadratico. Este resultado, que fue de-
ducido en Itin & Neishtadt (2014) y Itin & Katsnel-
son (2015) aplicando la técnica de promediaciéon tem-
poral de Kapitza a un hamiltoniano de enlace fuerte,
también se puede obtener de manera exacta usando
el modelo semiclésico! (lo que hacemos, como un re-
sultado colateral, en este trabajo), llegando asi, de
una forma mas simple y expedita, a las mismas con-
clusiones que aquellas que se deducen estrictamente
con el formalismo cuantico, especificamente, en el
tratamiento de los efectos dindmicos combinados so-
bre una particula cargada (electron) por la accion de
campos eléctricos externos arbitrarios dependientes
del tiempo y de la posicion.

El propésito de nuestro trabajo es aplicar el modelo
semiclasico a una red extendida de enlace fuerte y,
ademas de confirmar fenémenos conocidos, deducir
nuevos efectos que sugieren la posibilidad de obtener
(“diseniar”) hamiltonianos efectivos usando campos
perturbativos de alta frecuencia. A fin de con-
trastar y verificar nuestros resultados nos referire-
mos a Martinez et al. (2014) donde el método de
Kapitza se usa para calcular un potencial efec-
tivo independiente del tiempo debido a un campo
rapidamente oscilante y a un campo estatico arbi-
trario (en Martinez et al. (2014) se puede asimismo
encontrar algunas referencias acerca de la apli-
cacion del modelo semiclasico a redes de enlace
fuerte). La idea de usar un hamiltoniano exten-
dido de enlace fuerte que incorpore una interaccion
a segundos vecinos (o vecinos mas distantes) se
puede rastrear, por ejemplo, hasta el trabajo de
Dunlap & Kenkre (1986), donde sus resultados ac-
erca de la localizacion dindamica se extienden a in-
teracciones de largo alcance a través de una en-
ergia cinética de la forma 2} A, cosnap, gener-
alizando asi la interacciéon usual a primeros veci-
nos dada por 2Acosap. El concepto de “disefio de
la banda” (band engineering) con interacciones de
largo alcance fue investigado (de manera tedrica
y experimental) en redes fotonicas, por ejemplo
en Dunlap & Kenkre (1986), donde se suprime
aproximadamente la difraccion de banda ancha en
un haz de luz. Investigaciones recientes en sistemas
laminados de grafeno muestran que los efectos corre-
spondientes a los términos adicionales de un hamil-

1 Una justificacién concisa y pedagégica del modelo semiclésico
aplicado a un potencial periédico general se puede encontrar, por
ejemplo, en el cap. 12 de Ashcroft & Mermin (1976).

toniano extendido se pueden considerar como mejo-
ras a los resultados sin tales términos (Reich et al.
2002; Kundu 2011; Wright et al. 2009; Kadirko et al.
2013), aunque esas mejoras son pequenas debido a la
menor magnitud relativa de la interaccion a segun-
dos vecinos comparada con la interaccién a primeros
vecinos. Para obtener uno de los nuevos resultados
de nuestro trabajo controlamos los parametros del
campo externo oscilante del tal forma que la inter-
accion a primeros vecinos se suprime de manera
efectiva dejando como interaccion dominante la de
segundos vecinos; el efecto observable es una “os-
cilacion efectiva de Bloch”. De la misma forma, la
interaccién a terceros vecinos se vuelve dominante
cuando las interacciones a primeros y a segundos
vecinos se suprimen. Aunque estos resultados se
restringen al caso en una dimension, pensamos que
su generalizacion a dos y tres dimensiones es posible,
de tal forma de poderse aplicar en sistemas reales
como por ejemplo el grafeno. De hecho, en Madison
et al. (1998) se reporté la primera observaciéon de
supresion dindmica de la banda debida a un campo
externo AC en una red 6ptica (en lugar de una red de
estado solido) donde el ancho de banda se reduce a
cero y los estados de Bloch se localizan cuando la am-
plitud del campo obedece la misma condicién que re-
portamos en este trabajo, aunque el colapso completo
de la banda reportado en Madison et al. (1998) no fue
posible en ese experimento debido a acoplamientos
con vecinos distantes y la presencia de otras bandas.

Asi, podemos resumir la metodologia de nuestro
trabajo como la aplicacién de un procedimiento a
dos modelos: el método de promediacién temporal
de Kapitza aplicado a un modelo de enlace fuerte
extendido bajo la aproximacion semiclasica. Organi-
zamos nuestro trabajo de la siguiente manera: en
la seccién 2 deducimos la férmula para el hamil-
toniano efectivo aproximado hasta términos del or-
den de w2 de la frecuencia del campo externo;
en la seccion 3 proponemos un modelo de esce-
nario para la ingenieria de interacciones con base
en los resultados de la secciéon 2; en la secciéon 4
aplicamos el método pseudoespectral para resolver
numéricamente la ecuaciéon de Schrodinger y luego
poder comparar los resultados semiclasicos con los
cuanticos en el limite w — oo; en la seccion 5 dis-
cutimos las principales conclusiones que se obtienen
de la expresién para el hamiltoniano efectivo y de
su aplicaciéon a la ingenieria de interacciones; en
la seccion 6 mencionamos los aspectos concluyentes
mas relevantes y algunas perspectivas interesantes
para eventuales trabajos futuros.

2. DEDUCCION DEL HAMILTONIANO EFECTIVO

Consideremos el hamiltoniano extendido de enlace
fuerte con interacciones a primeros y a segundos ve-
cinos,

H(z,p) = —2Acosap—2B cos2ap+U(z)+z f(wt), (1)

donde a es la constante de red; por simplicidad
tomemos los valores numéricos de las constantes
fisicas e y h iguales a 1, asimismo supondremos que



20 Evaristo Mamani et al.

a = 1 de aqui en adelante; U(z) es el potencial que
corresponde a un campo externo estatico arbitrario
y f(wt) es un campo rapidamente oscilante con fre-
cuenciaw > 1/T, donde T es el periodo caracteristico
de oscilacion de la particula en ausencia del campo
forzador f(wt). A continuacién usamos las ecua-
ciones de movimiento de Hamilton & = 0H/9p, p =
—0H/0z, de las que se obtiene las derivadas tempo-
rales de la posicién y del momentum:

2(t) =2Asenp + 4B sen 2p, (2)
p(t) == U'(z) — f(wt). 3)

Usaremos la notacién: U'(x),U”(x), U™ (x), para
las derivadas espaciales de U(z). Apliquemos a
continuacién la transformacién canénica entre los
momentos, (z,p) — (x,y):

p(t) = y(t) —g(t) (4)

donde se definié el “momentum desplazado” y(t)
junto con la derivada temporal ¢(t) = f(wt). Esta
transformacion sera conveniente para los propésitos
que se explican después de (9). La sustitucion de (4)
en (2) y en (3) conduce al sistema de ecuaciones:

& =2Asen(y —g) +4Bsen2(y — g), (5)
y=—U'(). (6)

Debido a la accion combinada de los campos estatico
y oscilatorio, la particula realizara un movimiento
rapido con pequefias oscilaciones en torno a una
trayectoria que varia lentamente. Se definen pues
las coordenadas “lentas” X (t), Y (¢) y las coordenadas
“rapidas” {(7),n(7); éstas ultimas se consideran per-
turbaciones de las primeras:

x(t) =X (t) + £(7), (7
y(t) =Y (t) +n(7), (8)

donde 7 = wt, de tal forma que el promedio temporal
de &£(7) y n(7) se anula en el intervalo temporal con
periodo 27/w, mientras X (¢) y Y (¢) permanecen casi
constantes en ese mismo intervalo, i.e., (¢) = (n) =0,
(X) = X(1), (V) = Y(b).

El conjunto de las transformaciones (z,p) —
(x,y) — (X,Y) dadas en (4), (7) y (8) es candnico ya
que la estructura de las ecuaciones de Hamilton se
preserva (Landau & Lifschitz 1985):

xz@H(m,y,t)/ay, y: —aH(:r,y,t)/@x,
X =0H(X,Y)/dY, Y =-0H(X,Y)/0X; (9)

esto es asi como una consecuencia de la invariancia
de los corchetes de Poisson: [p, 2] = [y, 2] = [V, X] =1,
lo que conduce a H(z,y;t) = H(x,p;t)+0F (z,y;t)/0t,
y la promediacién temporal que se usa como (X) =
X(t), (YY) = Y(t), lo que nos lleva de H(x,y;t) a
H(X,Y).La forma necesaria de la funcién generatriz
es F(z,y;t) = x(y—g) tal que H(z,y;t) = —2A cos(y —
g) —2Bcos2(y — g) + U(z) junto con las condiciones

OF/0x = p =y — gy 0F/0y = z. El resultado es
el desplazamiento de la dependencia temporal del
término xzf(wt) en H(x,p;t) hacia los argumentos
de los operadores de energia cinética en H(x,y;t),
lo que resulta en una transformacién conveniente a
fin de obtener promedios temporales de manera efi-
ciente. H(X,Y) tiene ahora la forma de un hamilto-
niano explicitamente independiente del tiempo que
representa a una constante de movimiento y cuya
construccion conducira a la Eq. (42), que es el resul-
tado central de este trabajo.

Comenzamos ahora el procedimiento de prome-
diaciéon temporal reemplazando (7) en (5), y (8) en

(6):

. d
X+wd—€ =2Asen(Y +n—g) +4Bsen2(Y +1n—g),
T
(10)
. d
V4wl = —U/(X +o), (11)
dr

donde d/dt = w d/dr. Luego obtenemos el promedio
temporal de (10) y (11):

X =2A(sen (Y +n—g)) +4B{sen2(Y +n—g)),
(12)

Y =—(U(X+9). (13)
Las ecuaciones (12) y (13) son las ecuaciones de
movimiento efectivas que corresponden a las partes
lentas de las coodenadas x(t), y(t), respectivamente.
De manera similar, las ecuaciones de movimiento
efectivas que corresponden a las partes rapidas de
las coordenadas x(t), y(t), se obtienen restando (12)
de (10), y restando (13) de (11):

w% =2A[sen (Y +n—g) — (sen(y +n — g))]
+4B[sen2 (Y +n—g) — (sen2(y +n—9))],
(14)
W~ V(X 4+ (UK ). (15)

Para resolver el sistema (14)-(15) para las coorde-
nadas rapidas definimos: ¢ como el “tiempo lento”,
7 = wt como el “tiempo rpido” y ¢ = ¢/7 = 1/w como el
parametro de pequefiez tal que ¢ — 0 cuando w — oc.
Ahora realizamos la expansion de £(7) y n(7) en po-
tencias de e:

oo

5(7-) = Z €i€i (T)7

=0

n(r) = Z eni(r). (16)
i=0

Sustituyendo (16) en (14) y en (15) hasta €2,
obtenemos:
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8o &1 | 28
dr dT dr

= 2A¢ [sen (Y + 10 + em + €2 — g)
— <sen (Y + 1o+ em + €2 — 9) >]
+ 4Be [sen2 (Y +no +em + 62772 - g)

- <Sen2 (Y + 10 + €1 + €22 — 9)>] ) 1

=—€e[U (X +& +e&i +€5)

—(U'(X +& + e + €26))].
(18)

Expandimos también hasta ¢* las funciones sen(-) y
U’'(-) en el lado derecho de (17) y (18):

sen (Y—|—770 +eny + €2ny —g)
=sen(Y +n9—g)+encos(Y +n9—g)

1
e {772 cos (Y +1m0 —g) — 5?7? sen (Y + 19 — g)] :

(19)
U' (X + &+ el + €6)

=U' (X + fo) + €§1U” (X + fo)

+ ¢ (&U”(X + &) + %ng(?’) (X + @)) : (20)

La sustitucion de (19) en (17) y de (20) en (18), y la
comparacién de los términos en los mismos 6rdenes
de potencias de ¢, conducen a la siguientes rela-
ciones: para €?,

8o _ dmo
dr dr
con la solucion &, = ny = 0 elegida de tal forma que

los promedios temporales de &(7) y n(7) se eliminen.
Para ¢! tenemos:

=0, (21)

%1 2 afsen (Y~ g) — {sen (¥ — g))]
+4Bsen2 (Y —g) — (sen2 (Y — g))],
M — )+ ) =0, (22)

con la solucién 7; = 0 para la tltima ecuacién. Para
€2 tenemos:

&> _

dr ’

d

B = U (X) + (U (X)) = —6U"(X).  (@3)
con la solucién & = 0 para la primera ecuacion.

Noétese que para (1) y n(r) dadas en (16) a fin de
obtener un promedio temporal nulo es necesario que
(&) =0y (n;) = 0 para todos los enteros positivos i.

Con estos resultados y aquellos de las ecuaciones
(12), (13), (19) y (20), las ecuaciones de movimiento
“efectivas” para las coordenadas lentas de posiciéon
X(t) y del momentum desplazado Y'(¢) son:

X =24 [(sen(Y — g)) + € (nacos(Y — g))]

+4B [(sen2(Y — g)) + 2€2 (2 cos2(Y — g))]

(24)
V= [U'(0) + 5 u(x)).
Ya que debemos integrar las ecuaciones para X(¢)
y Y(t) a fin de calcular el hamiltoniano efectivo
H(X,Y), necesitamos entonces calcular las expre-
siones para los promedios temporales en X (t). Para

ese propsito expresemos las siguientes funciones en
forma de variable compleja:

(25)

sen (Y —g) =— [eiye_ig — e_iyeig]

[ezYF*efnLT _ 671YFnezn7']

)

1 . .
- [612}/6 29

sen2(Y —g) = e_iQYeng]

:2l Z |:e1',2YF;:F;:le—i(n+m)T
7

_e—iQYFnFmei(n—&-m)T} , (26)

donde definimos

27

[e )
E FTLelnT

n—=—oo

la expansién de Fourier de F(¢) es posible ya que
g(t) = [ f(wt)dt es periédica para el campo real y
periddico f(wt) = > frnexp(inwt) (con ¥ = f_, = fn
y fo = 0), asi que F(t) también es periédica. Vale
la pena dilucidar la relacién entre los coeficientes de
Fourier F,, y f,, ya que se usaran después. De las
definiciones dadas anteriormente tenemos que

an inwt o pr ipwt

§ :Fnemwt =exp
n n;éO p;éO

1 quT‘ 1( +rw
+to3 D !
(g,m)#0

(28)

que se aproximo para w — oo. Ahora multiplicamos
cada término en (28) por (1/T)exp(—imwt) e inte-
gramos en ¢ en el intervalo (0,7), as que se generan
los trminos con la forma de

T
%/ e MEMW gt = (expi(n £ m)T) = 6y tm.  (29)
0

Asi resulta que
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Fm — 677170 + ; Z ?6}),771 + ﬁ Z qr 6q+7‘,ma
p70 (q,r)#0
(30)
donde Ff = F,,. Para m = 0 obtenemos de (30):
1 faf- 1 12
o214+ — S [ 4. 1
°T T o ;) a(—=q) 2w? 2 s @D

q#0

Este resultado ser de utilidad posteriormente.
Ahora continuamos calculando los promedios tem-
porales en (26) para lo que usamos (29):

1., :
(sen (Y —g)) =% [V Fy — e Ry,

(sen2 (Y —g)) :% Z [emYF*F* — e_iQYFnF,n} .

(32)

Sustituyendo (26) y (32) en la primera ecuaciéon en
(22) se obtiene una expresién para & que esta lista
para ser integrada:

& 7% Y ok —inT _ —iY inT
i ;}[e e e " Fpe ]
+ @ Z [eiQYF;F;le—i(n-i-m)T

¢ n,m+n#0

_67i2YFnFmei(n+m)Tj| , (33)

que conduce a:

51 —A Z % [eiYF7T€7inT + efiYFnein'r}
n#0

1 . .
2B 2 [ 2Y F* F* —i(n+m)T
- (n+m) ¢ nt'm®

n,m+n#0

+e—i2YFnFmei(n+m)7—:| ) (34)
Este valor de &; se sustituye ahora en la segunda
ecuacion en (23) y luego integramos la ecuacion que
resulta para n,:

AUN(X) 1 Y ok —inT —iY inT
72 —Tzﬁ [eY Fre " — e ™ Fe™|
n#0
2BU" (X) 1 oy _
2Y prx e i(n+m)T
+ i Z (n+m)? [e nt'm®
n,m+n#0

_e—iQYFnFmei(n+m)T] ) (35)
Con esta expresion para 7y, procedemos ahora de
manera similar a calcular los deméas promedios tem-
porales de X (¢) en (24). Los resultados son:

(n2cos (Y —g))

AU”(X) 1 28Y ok o —2iY
== > o (R 0 QR O A
n#0
7 om0 (TL —+ m)Q ntm*t —n—m

+eY FrF Py — ¢ Y F B Fr

—e Y P F ] (36)

AU”(X) 1 13Y ok ok ok
(cos2(Y —g)) = ——— > ﬁ[e F'F'F

2% ntm* —n—m
m,n#0
+e Y EFnFy_y — Y F,FXFr_
—e Y Py PPy
BU"(X) 1 4y
+ i . T;n;éo (n + m)g [6 ntmtrs —n—m-r
+F7>:F;LFTFTL+W7T - FnFmFan+mfr

—e Y FFF ] (37)

Con estos promedios temporales, y recordando que
F, = F}, la expresion para X en (24) resulta:

2ABU"(X) 5 FoGh

X =2 |AF, — 5 5 senY
w wr L
A2U"M(X F.F_,

+4 | BGy + 2w2( ) Z > sen2Y
L n#0
2ABU"(X .

+6 52 (X) Z ¢ 5 sen 3Y
L n#0
2B2U"(X G,G_,

+38 wQ( ) > T sendy,  (38)
L n#0

donde definimos G,, = ), F,Fin—n. A continuaciéon
calculamos la ecuacién “efectiva” de movimiento (25)
para el momento desplazado lento Y (¢), donde el
unico promedio temporal que se necesita es <§%>:

1
<5%> = Z - [2A2 (FF, — F,F_, cos2Y)
n#0 "
+8AB (F,,GpcosY — F,G_,, cos 3Y)

+8B? (GG, — GG _,, cos 4Y)] , (39)

lo que conduce a
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+4B%G,,G,) + 4ABU® (X)F,G,, cosY
—A2UB)(X)E,F_, cos2Y
—4ABU®)(X)F,G_,, cos 3Y

—4B*U®)(X)G, G, cosdY | . (40)

A fin de calcular el hamiltoniano efectivo H(X,Y)
que debe representar la conservacion de la energia
total, notemos que podemos construir esa funcion
constante en las coordenadas lentas X, Y a partir
de las relaciones (38) y (40) que calculamos antes:
X /Y =dX/dY, de donde se obtiene —YdX + XdY =
0, y que conduce a una ecuacion diferencial exacta

—9Y J0Y = 0X/O0X; en efecto, esta condicién se
cumple, como se verifica a continuacion:

v _ox
oY 9X
1
=3 s [HABUD (X)FuGuseny
n<w
n#0
+2A420G) (X)F,F_,sen2Y

+12ABU<3> (X)G,F_,sen3Y

+16B?U®) (X)G,G_, sendY (41)

En este caso, dH(X,Y) = 0 para la funcion constante
H(X,Y) que se calcula a partir de la teoria de ecua-

ciones diferenciales como H(X,Y) = — [YdX +
J (X +0/0Y [ YdX) dY’; de (38) y (40) este clculo es

directo y conduce finalmente al hamiltoniano efec-
tivo:

H(X,Y)=—2A(X)cosY —2B(X) cos 2Y
—2C(X) cos3Y — 2D(X) cos 4Y

+U(X) + o(X), (42)

donde:

o 2ABU"(X) x—~ F,.G,,
A(X) =AF, — — > e
n#0
~ A2U"(X) — F,F_,
B(X) =BGo + — > —
n#0
~ . _2ABU"(X) <~ F.G_,
C(X): w2 Z n2 )
n#0
~ . 2BU"(X) = G,G_,
D(X) = w2 Z n2
n#0
_UX) | e Fr 2N Gh
B(X) == | 4 %F—HLB ;F (43)

En esta expresién observamos los términos A(X),
B(X), C(X)y D(X), cuya dependencia funcional en
X no supone un significado fisico particular en la
teoria de transporte de enlace fuerte; sin embargo,
ya sea para un potencial estatico parabdlico (U(X) =

kX?2/2) o lineal (U(X) = aX), esos términos son
elementos de hopping modificados o “reparametriza-
dos”, A, B, tales que A— A y B — B cuando w — oo,
y aparecen nuevos términos o elementos de hoppmg
“inducidos”, C, D, tales que C =0 y D — 0 cuando
w — 0.

Los elementos de hopping efectivos en (43) se
pueden reescribir de manera simplificada definiendo
las cantidades adimensionales

FTLGW,
A=AJA=F—v) o
n#0
v F,F_
B=B/A = — "
JA = puGo + 85 Z SR
n#0
~ v F,G_,
o=ia=yy oo,
n#0
A —7N Hv GnG_p
D=D/A= 44
[A=5 27;0 = (44)

junto con los parametros de pequeniez ;1 = B/A (para
A> B)yv =4BU"(X)w? (paraw — 00). El término
®(X) en (42) es una constante aditiva inmaterial que
no conlleva algin efecto fisico observable (para los
potenciales estaticos parabdlico o lineal) y puede ser
ignorado de aqui en adelante.

3. INGENIERIA DE INTERACCIONES

Consideremos a continuacion el caso de un
campo externo oscilante de la forma f(r) =
2fycosT 4+ 2facos27. Los coeficientes de Fourier
correspondientes para la funcién periédica F(¢)
definida en (27) son F,, = ) _J,_2,J; (donde J,, =
T (2f1/w) Y Jm = Jm(f2/w)). Los elementos de hop-
ping efectivos adimensionales que resultan son



24 Evaristo Mamani et al.

A\ = Z J2njn

-V Z Z n_zJn72er72anfr72tjmjsjt7

n#0m,r,s,t
B =K Z Jn72mJ7nf2rjmjr
n,m,r
g 2 2 e an T,
nyéo m,r
~ UV _ R
c :5 Z Z n Jn72m<]r72sJ77Lfr72tJszJt,
n#0m,r,s,t

13 :% Z Z n72Jm—QSJn—m—Qtlr—2u

n#0m,r,s,t,u,v

X Jp—r—2u sy Ty . (45)

Controlando las intensidades 2 y 2f> del campo ex-
terno f(7) en las funciones de Bessel en (45) es posi-

ble suprimir los valores de Ao B (ya sea de manera

simultanea o por separado) asi como C o D. Esto se
muestra de manera esquematica en la Fig.1: (a) caso

de A=0 (cugva solida)y B =10 (cuﬁva segmentada),
(b) caso de C' = 0 (curva sélida) y D = 0 (curva seg-
mentada). Para el caso de B = 0 en (45) s6lo quedan
los elementos efectivos adlmensmnales de hopping

reparametrizado A e inducido B: A = = >, Jondn,

B\ = (V/(SM))Zn;AOEmrn Jn 2mJ—rL 2erJr7 la

FigA.l(c) muestra los casos de A = 0 (curva sélida)

y B = 0 (curva segmentada). Esta figura coincide
exactamente con la que reportan Itin & Katsnelson
(2015) que fue obtenida con el formalismo cuéntico.
Para el caso del campo externo con la forma mas sim-
ple f(1) = 2f; cosT, los elementos de hopping efec-
tivos en (45) se simplifican como:

A =Jo—v Z n_QJnjn,
n#0
B=ph+ g > 0 d s
n#0
=5 Z’n72t]n']—m
nsé()
~ _/-‘LV o ¥
D="- > 0PI,
n#0

(46)

donde las funciones de doble argumento

Jn =  Jn(4f1/w) se obtuvieron aplicando la

formula de duplicacién para funciones de Bessel,

Zk Jk( VIn—k(&) = Ju(26) = J,, a las expresiones
=>, F nFr—_m en (43).

En la F1g 2 observamos la dependencia de los ele-
mentos de hopping en (46) en la intensidad 2f; del
campo; en particular, observamos la supresién de
los elementos de hopping, aunque no de manera si-
multanea, para valores especificos de 2f;. De hecho,

los ceros de E,Ré,ﬁ en la Fig.2 corresponden a

2f1/w

F1G. 1.— Regiones de supresion de los elementos de hopping
adimensionales efectivos para los parametros f; y fa del campo
externo forzador f(r) = 2ficosT + 2f2 cos 27! (a) A = 0 (curva
sohda) y B = 0 (curva segmentada) ® =0 (curva solida) y
D = 0(curva segmentada); (c) A = 0 (curva sélida) y B = 0(curva
segmentada) para el caso de B = 0 en el hamiltoniano extendido

(1).

las intersecciones de ambas curvas, sélida y segmen-
tada, con la linea horizontal f; = 0 en la Fig.1. Para
el caso de B = 0, los unicos elementos de hopping
efectivos adimensionales reparametrizados e induci-

dos son A = Jyy B = (v/(8)) > onson 2 Jnd p, cuya
dependencia en 2f; se grafica en la Fig.3.
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Fi1G. 2.— Varlacmn de los elementos de hopping efectivos adi-
mensionales A B C’ D para el parametro 2f; del campo forzador
externo f(7) = 2f1 cosT.

En la Fig.4 disefiamos 14 graficos que proveen una
ayuda visual para la “ingenieria de interacciones”
descrita en esta secciéon. La Fig.4(a) representa todos
los elementos de hopping considerados en nuestro
trabajo: A, B en el hamiltonian extendido (1) y A, B,
C, D en el hamiltonian efectivo (42). El modelo de red
de la Fig.4 consiste de 5 atomos donde el atomo del
extremo izquierdo esta localizado en el sitio n = 0.
En la mitad superior de la red estan representados
A, B por las trayectorias que conectan n = 0 con los
sitios n = 1,2, respectivamente, mientras que en la
mitad inferior de la red estan representados A, B,
C, D por las trayectorias que conectan n = 0 con los
sitios n = 1,2, 3, 4, respectivamente. Asi, podemos es-
tablecer la siguiente lista de correspondencias:

Fig.1 — Fig.4(a),

Fig.1(a)-curva slida — Fig.4(b),

Fig.1(a)-curva segmentada — Fig.4(c),

Fig.1(a)-puntos de interseccin — Fig.4(d),

Fig.1(b)-curva slida — Fig.4(e),

(@

10°B
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~05 2 4\/ \{/1021:1/(1)
-1.0
-15
-20
-25
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-35

F1G. 3.— Variacion de los elementos de hopping efectivos
adimensionales A, B para el pardmetro 2f; del campo externo
forzador f(r) = 2f1cosT para el caso de B = 0 en el hamilto-
niano extendido (1).

Fig.1(b)-curva segmentada — Fig.4(f),

Fig.1(b)-puntos de interseccin — Fig.4(g),

Fig.1(c) — Fig.4(k),

Fig.1(c)-curva slida — Fig.4(),

Fig.1(c)-curva segmentada — Fig.4(m),

Fig.2 — Fig.4(a),

Fig.2-puntos de cruce con el eje horizontal —
Fig.4(b, c, e, 1),

Fig.3 — Fig.4(k),

Fig.3(a)-puntos de cruce con el eje horizontal —
Fig.4(1),

Fig.3(b)-puntos de cruce con el eje horizontal —
Fig.4(m).

El caso mas sencillo y no trivial para el que pode-
mos probar nuestros resultados y que tiene un sig-
nificado intuitivo para la ingenieria de interacciones
es la “oscilacion efectiva de Bloch”, que corresponde
a la combinacion de un campo externo estatico lineal
U(X) = aX y un campo forzador f(r) = 2f; cos(7).
En este caso se obtiene los elementos de hopping
A = JoyB = py , JoJ_n en (45) (con v =
0), y de aqui el hamiltoniano efectivo H (X)Y) =
—2AJp(2f1/w)cosY — 2BJy(4f1/w)cos2Y + aX en
(42). Las ecuaciones de movimiento (38) y (40) para
X yY son

X =2AJo(2f1/w)senY + 4B.Jy(4f1 /w)sen 2Y,

Y =—a, (47)
cuya solucién es
X(t) %Jo (2f1/w) [cos(wpt) — 1]
20 (48)

+ ;J0(4f1/w) [cos(2wpt) — 1],

para las condiciones iniciales X(0) = Y(0) = 0y
con wg = 2n/7p = |a| la frecuencia usual de la
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Fi1G. 4.— Graficos para el esquema de “ingenieria de interac-
ciones” (descrito en la seccion 3) para un modelo de red de 5
atomos (el 4tomo del extremo izquierdo estd localizado en el sitio
n = 0). En la mitad superior de la red se representan A, B por
las trayectorias que conectan n = 0 con los sitios n = 1, 2, respec-
tivamente, mientras que en la mitad inferior de la red se repre-
sentan ﬁ, E, 5, D por las trayectorias que conectan n = 0 con
los sitios n = 1,2, 3, 4, respectivamente. El grafico (a) representa
todos los elementos de hopping considerados en este trabajo: A,
B en el hamiltonian extendido (1), y /T, ﬁ, 5, D en el hamilto-
niano efectivo (42). Una lista de correspondenciascon los resulta-
dos de nuestro trabajo se establece en la seccion 3 donde el caso
maés relevante es el de la “oscilacién efectiva de Bloch”: Fig.5-curva
solida — grafico (i), Fig.5-curva segmentada — grafico (h), Fig.5-
curva de puntos y rayas — gréafico (g).

oscilacién de Bloch para el hamiltonian H(X,Y) =
—2AcosY + aX. La Fig.5 muestra el grafico de
X(t) vs. t/(47p) para los valores: (a) 2f1/w = 2}
(curva sdlida), (b) 2f1/w = z1/2 (curva segmentada)
y (¢) 2f1/w = 2Zz; (curva de rayas y puntos); z; =
2.40483 es la primera raiz de Jy. En el caso (a) el
primer término de X(¢) en (48) se anula y el se-
gundo término describe una oscilaciéon de Bloch efec-
tiva con un elemento hopping reparametrizado B =
BJy(2z,) = —2.24 B;en el caso (b) el segundo término
de X (¢) en (48) se anula y el primer término describe
una oscilacion de Bloch efectiva con un elemento de
hopping reparametrizado A = AJy(z1/2) = 0.85 A;
en el caso (c) el movimiento resultante es una su-

X(t)
Sp s, RN SN RN
’ \ / \ , \ , 8
/ : / . / . / \
\ \ . . *
. . . \‘ P \ /(4 )
By N A > = > t/(41pg
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F1G. 5.— Efecto semiclasico de “oscilacién efectiva de Bloch”
mostrado en los ejes X (t) vs. t/(47p), para los siguientes valores
del campo externo: (a) 2f;/w = Zi (curva sélida), lo que da lu-
gar a una oscilacion efectiva de Bloch con un elemento de hop-
ping reparametrizado B = BJy(2%1) & —2.24 B (3] = 2.40483
es la primera raiz de Jyp); (b) 2f1/w = z1/2 (curva segmentada),
lo que da lugar a una oscilacién efectiva de Bloch con un ele-
mento de hopping reparametrizado A= AJo(Z1/2) =2 0.85 A; (c)
2f1/w = 2Zz1 (curva de puntos y segmentos), lo que da lugar a
la superposicion de los términos oscilatorios en (48). La particula
comienza a moverse en direcciones opuestas en los casos (a) y (b)
debido al signo de la masa efectiva m*. En efecto, en el caso (a),
m* = —0.06/ B, mientras que en el caso (b), m* = 0.6/A.

perposicion de los términos oscilatorios de (48). El
movimiento en sentidos opuestos de los casos (a) y
(b) se puede relacionar con la definicién de masa efec-
tiva como m* = |V2e(Y)|~! para la energia ()
asociada al hamiltoniano efectivo H(X,Y") (Ashcroft
& Mermin 1976), que en este caso conduce a m* =
1/(2(A + 4B)) para Y = 0. En efecto, en el casa (a),
m* = —0.06/B, mientras que en el caso (b), m* =
0.6/A, en consecuencia, la particula comienza a mo-
verse en direcciones opuestas. Las correspondencias
en este caso de la “oscilacién de Bloch efectiva” son:

Fig.5-curva solida — Fig.4(i),

Fig.5-curva segmentada — Fig.4(h),

Fig.5-curva de puntos y segmentos — Fig.4(g).

4. SIMULACION NUMERICA CUANTICA

A continuacion usaremos la férmula iterativa de
evolucion temporal deducida a partir del algoritmo
pseudo-espectral (Sanjinés & Gallinar 2001)

Chit =" Ch exp[—i(A+A%0) (VE+VE ) Fr-r+O(A?)
R

(49)
(con C% = Cr(t = pAt), A = At/2) para los coefi-
cientes de la expansién de la funciéon de onda ¥(r,t)
que se expresa en la base de funciones de Wannier de
una banda ®(r — R) y que estan centradas en torno
al sitio de lared R: ¥(r,t) = > Cr(t)®(r — R). Asi,
la solucién de (49) simula la evolucién del paquete
de ondas electronico en la red bajo la aproximaciéon
de una banda para el hamiltoniano de enlace fuerte
H = T(p) + V(r,t), donde el operador de energia
cinética T'(p = —ihV) = me A explip- (R —Ry,))
representa el salto (hopping) del electron entre los
sitios de la red m y n, con elemento de hopping A,.,;
la energia potencial V (r,t) corresponde a las fuerzas
externas que actian sobre el electrén y es diferente
del potencial periédico cristalino. En (49) usamos las



INTERACCIONES EFECTIVAS DE LARGO ALCANCE EN UNA RED 27

definiciones: V& = V(R,t = pAt), 9,V = (Vg —
VR)/AL, Fr = (1/v*) [,_5,exp[—i(k - R + 2XT'(k))],
donde la integral se evaltia en la primera zona de
Brillouin (1 — BZ) con volumen v*.

Consideremos a continuaciéon el caso del hamil-
toniano extendido (1) en una red unidimensional
(constante de red a = 1) con interacciones a primeros
y a segundos vecinos (los elementos de hopping
correspondientes son A = A,11,, B = Apion). A
fin de estudiar la “oscilacion de Bloch efectiva” de-
scrita en la Seccion 3, elijamos una energia poten-
cial lineal U(z) = ax y un campo forzador arménico
flwt) = 2f1 cos(wt) con o« = 87y 2f1 = wzy; la inte-
gral F,, para el sitio R = n se evalia numéricamente
para A =125, B = A/5y At = 107% ().

Una vez calculados los coeficientes C),(t) procede-
mos a calcular el valor medio de la posicién en
unidades de la constante de red: z(t) = >, n|C,(t)|?.
Cuando w = 0 obtenemos una especie de “oscilaciéon
extendida de Bloch” que se muestra en la Fig.6(a)-
curva sélida y se compara con la oscilacién de Bloch
mostrada en la Fig.6(a)-curva segmentada (que se
obtiene del hamiltoniano H = —2Acosp + ax) con
periodo 75 = 27/a; en todos los casos de la Fig.6
se muestra z(t) vs. t/(47p) de tal forma que 0 <
t/(4tp) < 1. La Fig.6(b) corresponde a w = 20wp; el
comportamiento dindmico de z(¢) an no muestra al-
guna caracteristica de las predicciones validas para
w — oo. Las Fig.6(c, d) corresponden a w = 400wp
y se pueden considerar dentro del rango de validez
de w — oo, permitiendo asi la comparacién directa
entre el valor medio cuédntico de la posicion z(¢) y la
coordenada semiclésica de la posicion lenta X (¢) en
(48); en efecto, en la Fig.6(c) se muestra la “oscilacion
de Bloch efectiva” deducida del hamiltoniano efectivo
H(X,Y) = —2AcosY — 2Bcos2Y + aX, donde A =
AJy(z1) =0y B = BJy(2z1) = —0.24B. Esto significa
que la banda asociada a la interaccion a primeros ve-
cinos se suprimié y sélo queda el efecto debido a la
interaccion a segundos vecinos a través del elemento

reparametrizado B < 0 que corresponde a una masa
efectiva negativa, provocando asi el movimiento ini-
cial en la direccién opuesta respecto a la oscilacion de
Bloch de la curva Fig.6(a)-segmentada; la linea hori-
zontal segmentada representa el valor de referencia
2(0) = 0. En la Fig.6(d) se tiene una especia de “os-
cilacion de Bloch efectiva extendida” analoga al caso
de la Fig.6(a)-curva soélida; los elementos efectivos

de hooping reparametrizados son A = Adp(2z1) =

2 Estos valores numéricos deben transformarse a las unidades
fisicas apropiadas (en SI) para propésitos de comparacioén. Ya que
mediremos el tiempo fisico en unidades de 475, entonces el tiempo
y el elemento de hopping a primeros vecinos se transforman como
t — t/(47g), A — A(4rg/h) = 125, asi, el ancho de banda que
corresponde a la frecuencia tipica de la oscilacién de Bloch wg en
el orden de terahertz resulta ser 44 = 0.013 eV, que es consis-
tente con los anchos de banda reportados en el rango de 1-100
meV en superredes de semiconductores (ver Bouchard & Luban
(1995), por ejemplo). De manera similar, « — a(4arp/h) = 8,
w — w(drp), 2f1 = wz1 — 2f1(datp/h) = w(dTB)Z1I Yy R=n —
R = na.

-10
—20!

1/4 1/2 34 1

1/4 12 3/4 1

t/(4z,)

F1G. 6.— Simulacion cuantica del efecto de “oscilacion de Bloch
efectiva” mostrado en los ejes z(t) vs. t/(47p) en el rango 0 <
t/(47g) < 1. (a) Caso de w = 0 que conduce a una oscilacién
de Bloch extendida (curva sélida) comparada con la oscilacién de
Bloch comn (curva segmentada), esta dltima correspondiente al
hamiltoniano H = —2A cos p+ax con periodo 75 = 27/a. (b) Caso
de w = 20wp donde aun no se manifiesta alguna caracteristica del
limite w — oo. Los casos (¢) y (d) corresponden a w = 400wp, que
ya se puede considerar dentro del rango de validez de w — co. En
el caso (c) se aprecia la “oscilacién de Bloch efectiva” con una masa
efectiva negativa. El caso (d) muestra una especie de “oscilacién
de Bloch efectiva extendida” donde la masa efectiva negativa que
resulta se contrasta con el caso de (a)-curva sélida.

—0.24Ay B = BJy(4%) = —0.21B, donde la masa
efectiva negativa que resulta se puede contrastar con
el caso de la Fig.6(a)-curva sélida.

5. RESULTADOS Y DISCUSION

En este trabajo usamos un método inspirado en
el método original desarrollado por Kapitza (1951)
para calcular un hamiltoniano independiente del
tiempo correspondiente al hamiltoniano extendido
dado en (1). Este calculo se realizé usando el modelo
semiclasico dado por las ecuaciones de movimiento
de Hamilton para las coordenadas de posiciéon y mo-
mento. El resultado central de nuestro trabajo es
la deduccion de la expresion (42) para el hamilto-
niano efectivo H(X,Y) junto con el escenario para
una “ingenieria de interacciones” propuesto en la
seccion 3, en particular, para la supresion controlada
de la interaccion a primeros vecinos que deja como
efecto dominante la interaccién a segundos vecinos
(Fig.1a). Proponemos como un efecto observable de-
ducido de tal ingenieria de interacciones una “os-
cilacion efectiva de Bloch” con una masa efectiva re-
sultante que es negativa para ciertos parametros del
campo forzador externo (Fig.5); la validez y consis-
tencia de este fenémeno se confirmé teéricamente us-
ando el formalismo cuantico (seccion 4).

La validez del resultado para H(X,Y) se puede
comprobar sometiéndolo a algunas pruebas;
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suponemos por simplicidad un campo forzador
de la forma f(7) = 2f; cosT pues, ademas, podemos
asi comparar nuestros resultados con los de otros
trabajos. Una prueba trivial consiste de tomar el
limite w — oo; en este caso podemos ver que los
elementos de hopping C'y D se eliminan, dando
asi por resultado el hamiltoniano (1) sin campo
oscilatorio, como debe ser. Otra prueba consiste de
tomar B =0 en H(X,Y) para obtener

H(X,Y)=—-2AcosY —2Bcos2Y + U(X), (50)
con elementos de hopping adimensionales A =
Jo, B = (v/(81) Xo,z0n *JnJ-n. Este resultado
es interesante: el elemento de hopping inducido
B da cuenta de la interaccion a segundos veci-
nos que surge por el efecto combinado del campo
rapidamente oscilante promediado y un potencial
estatico no-uniforme, que en este caso es parabdlico:
U(X) = kX?%/2 — v/(8u) = Ak/(2w?). Tal efecto fue
reportado recientemente en (Itin & Neishtadt 2014;
Itin & Katsnelson 2015) donde los autores usaron la
misma técnica de promediacién temporal (como hici-
mos nosotros) aplicada a un hamiltoniano cuantico.
Otra prueba consiste de elegir A = 0 en H(X,Y), lo
que conduce a

H(X,Y) = —2Bcos2Y — 2D cos4Y + U(X), (51)

con elementos de hopping adimensionales B = Jo,
D = (u/2) 3, 20m *JnJ-n. La comparacién de los
hamiltonianos efectivos dados por (50) y (51) mues-
tra que (51) se puede obtener de (50) duplicando el
valor de la constante de red, a — 2a (que elegimos
como a = 1 en (1)); ésta es una consecuencia directa
de la simetria traslacional de la red infinita.

Para la dltima prueba extendemos el orden de la
expansién en serie en (16) de manera consistente
hasta ¢* = w™*; éste es ciertamente un ejercicio alge-
braico tedioso, auin para el caso particular de B = 0.
El resultado es

(n,m)#0
~ . v _9
B ~% > n I,
n#0
1 v 2
. —2
C=; (4u> > (nm) I I,
(n,m)#0
D =0 (52)

Podemos verificar la consistencia de (46) y (52) ha-
ciendo B = 0 en (46) y descartando los términos del
orden de f4 en (§2); esto conduce a los resgltados
usuales: A = Jo, B=v/(8u) Y, .0 *JnJ-n,C =0y

D = 0. Como un resultado colateral para este caso, y
a manera de una comprobacién cruzada de nuestros

resultados, deducimos de (38) y (40) las ecuaciones
de movimiento para X (¢)y Y (¢):

X =24

1 72 y /
-3 > i | senY, ¥ =-U'(X),
n#0

(53)
donde usamos el resultado dado en (31). Estas ecua-
ciones resultan ser iguales a las que reportan en
Martinez et al. (2014), aunque sus resultados se ob-
tuvieron sin invocar la transformacion del “momen-
tum desplazado” dada por (4).

En este trabajo consideramos expansiones pertur-
bativas hasta érdenes de € y ¢* a fin de obtener re-
sultados consistentes. Una expansion sélo hasta el
orden de e seria insuficiente, por ejemplo, en (31)
donde Fj es el factor responsable del colapso de la
banda a primeros vecinos en (43) cuando se cumple
la condicién de que 2f;/w sea igual a una raiz de Jj
(régimen de localizaciéon dinamica). Como se puede
verificar en (31), la expansion hasta e da Fy, = 1 lo
que es incorrecto pues la banda nunca colapsaria,
revelando asi la necesidad de expandir las series
al menos hasta ¢ para obtener resultados correc-
tos. La insuficiencia de la expansion hasta ¢ también
esta referida en Longhi (2008) donde el formalismo
cuantico también muestra la evidencia de resulta-
dos incorrectos para la dinamica de tunelamiento
electrénico en arreglos de pozos multiples.

6. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo se dedujo, dentro de la
aproximacién semiclasica, un hamiltoniano efectivo
H(X,Y) correspondiente a una particula cargada
que se mueve a saltos (hopping) en una red en
presencia de una campo estatico arbitrario y un
campo uniforme rapidamente oscilante. Nuestros
resultados comprenden aquellos reportados re-
cientemente por Itin & Neishtadt (2014) y Itin &
Katsnelson (2015), que fueron calculados usando el
formalismo cudantico; nuestros resultados también
comprenden aquellos reportados en Martinez
et al. (2014) para las ecuaciones semiclasicas de
movimiento que describen el movimiento lento
de las coordenadas de posicion y momentum
desplazado, X y Y. Propusimos a manera de un
resultado novedoso, la observacion de un efecto
de “oscilacion efectiva de Bloch” que surge de la
supresion controlada de la interaccién a primeros
vecinos y deja a la interaccion a segundos vecinos
como un efecto dominante asociado a una particula
de masa efectiva negativa para valores especificos
del campo forzador. Debe mencionarse que en traba-
jos recientes (Reich et al. 2002; Kundu 2011; Wright
et al. 2009; Kadirko et al. 2013) las interacciones de
largo alcance en una red se consideran refinamientos
perturbativos a la interaccién dominante a primeros
vecinos. De manera notable, y en completo acuerdo
con nuestros resultados, en Madison et al. (1998) se
reporté la observacion de la cuasi supresion de la
banda a primeros vecinos en una red 6ptica donde
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la supresion completa no se logra alcanzar debido a
acoplamientos con vecinos distantes y a la presencia
de varias bandas.

Como perspectivas interesantes de nuestro tra-
bajo podemos mencionar: (i) La posibilidad de exten-
der nuestros resultados para incluir los de Martinez
et al. (2014) hasta el orden de O(w™*), y asi pro-
bar las similitudes entre el régimen del continuo
y el régimen discreto de la red, que en Martinez
et al. (2014) son referidos como un asunto aun
desconocido. (ii) Una extension natural de nuestro
trabajo es considerar un hamiltoniano extendido
generalizado con una relacion de dispersion de la
forma 2% A, cosnap, pues se sabe que la incor-
poracion de interacciones de largo alcance en el
hamiltoniano conduce a efectos interesantes como
ser la supresion de los elementos efectivos de hop-
ping para campos externos forzadores especificos.
(iii) El estudio de la “ingenieria de interacciones” me-
diante el control de parametros fisicos tales como la
forma del potencial estatico U(z) o la dependencia
temporal del campo uniforme f(wt) en (1); encon-
tramos en nuestro trabajo que dentro de la aproxi-
macién de O(w~2), la forma relevante del potencial
estatico debe ser lineal (U(X) = aX) o parabdlica
(U(X) = kX?/2); sin embargo, es posible que refi-

nando los resultados hasta el orden de O(w™") para
n > 2, el potencial estatico U(X) pueda depen-
der de potencias mayores de X. (iv) Se debe inves-
tigar otras formas de campos externos forzadores
f(r) con componentes de Fourier arbitrarias, en
vista de que el campo con dos componentes f(7) =
2f1cos(T) + 2fcos(27) considerado en este trabajo
conduce a efectos fisicos relevantes. (v) Sugerimos
que un efecto fisico observable en el contexto de la
ingenieria de interacciones es la “oscilacion de Bloch
efectiva” (para un potencial estatico lineal) donde el
comportamiento dindmico de la posicion semiclédsica
X(t) y del correspondiente valor esperado cuantico
(x), son idénticos; el grado de coincidencia numérica
entre esas dos coordenadas dinamicas para campos
estaticos arbitrarios es un tema interesante por in-
vestigar.
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