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Investigamos la dindmica semiclasica inducida en una red unidimensional de enlace fuerte
por un campo eléctrico inhomogéneo de alta frecuencia w, mas un potencial estatico arbi-
trario. Encontramos, —de manera analoga al caso del péndulo de Kapitza— un potencial efec-
tivo independiente del tiempo que describe el movimiento eléctronico promedio hasta un or-
den de w—2. Este potencial efectivo depende de: el potencial estatico externo, la constante
de red y el campo eléctrico aplicado de alta frecuencia. Encontramos, notablemente, que la
correccion dinamica debida al campo rapidamente oscilante es formalmente idéntica a aque-
lla asociada al péndulo de Kapitza en el régimen del continuo. Finalmente, los resultados
de este trabajo se aplican a: el oscilador armoénico en la red, el efecto de la oscilacién Bloch
y fenémenos de “localizacién dinamica” en arreglos de fibras 6pticas (donde hacemos una
prediccion experimental).

Cédigo(s) PACS: 42.50.Ct — 42.50.Hz — 03.65.Sq

Descriptores: Hamiltoniano efectivo — Modelo semiclasico — Modelo de enlace fuerte

ABSTRACT

We investigate a semiclassical dynamics driven by a high-frequency w inhomogeneous field,
plus a static arbitrary potential on a one-dimensional tight-binding lattice. We find —in the
approach of Kapitza’s pendulum— an effective, time independent potential that describes the
average of the electronic motion to order w—2. This effective potential depends on the static
external potential, on the lattice constant and on the applied high frequency field. Remark-
ably, we find that the dynamic correction of rapidly oscillating fields is formally identical to
that associated to Kapitza’s usual continuum result. Finally, applications are made to: the
harmonic oscillator on the lattice, the Bloch oscillation effect and “dynamical localization” in

arrays of optical waveguides (wherein an experimental prediction is made).

Subject headings: Effective Hamiltonian — Semiclassical model — Tight-binding model

1. INTRODUCCION

El estudio del movimiento electrénico y de los es-
tados electronicos definidos en espacios discretos o
en redes es un asunto de considerable importancia
dadas sus aplicaciones en fisica (Papp & Micu 2007;
Mattis 1986; Itin & Neishtadt 2014). Como tales,
fenomenos reticulares tipicos como las oscilaciones
de Bloch (Bloch 1928; Hartmann et al. 2004), local-
izacion dinamica (Dunlap & Kenkre 1986; Holthaus

“Traduccién autorizada de “Semiclassical tight-binding dy-
namics in rapidly oscillating fields plus a static arbitrary po-
tential”, Martinez L. A., Sanjinés D. and Gallinar J.-P., Interna-
tional Journal of Modern Physics B 28 (2014) 1450173.

& Hone 1996), efectos de estrechamiento de banda
(Papp & Micu 2007), localizaciéon asintética (San-
jinés & Gallinar 2001), aumento de la masa ex-
citéonica (Mattis 1986; Mattis & Gallinar 1984), y
otros, han sido exhaustivamente estudiados tanto
cuanticamente como semicldasicamente (Ashcroft &
Mermin 1976), donde este ltimo modelo permite
tratar de manera mas sencilla los efectos combina-
dos en el movimiento electrénico de campos eléctricos
aplicados inhomogéneos y campos dependientes del
tiempo. En los dispositivos nanoscépicos (Papp &
Micu 2007), tanto la naturaleza de enlace fuerte de
las bandas (Gallinar & Mattis 1985) como la in-
homogeneidad de los campos puede ser importante
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para simular el confinamiento cuantico de los esta-
dos electronicos. Ademas, a fin de aumentar el in-
terés en estos fenémenos, se sabe que un paquete
de ondas fotonico en un arreglo de guias de onda
(Dreisow et al. 2011; Longhi 2007) puede simular el
comportamiento de un electrén de Bloch moviéndose
en una banda de enlace fuerte bajo la influencia de
campos electromagnéticos adecuados (Longhi 2007).
Ello es una consecuencia de la “ecuacion 6ptica de
Schrodinger” (Marte & Stenholm 1997), donde se da
una analogia formal entre la variable temporal en
la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
(para el electron de Bloch en la red) y la variable
espacial en la “ecuacion 6ptica de Schrodinger” a lo
largo del eje longitudinal del arreglo éptico (para
el paquete de ondas foténico). De esta forma, los
fenémenos dinamicos cuanticos de la particula en
una red son “mapeados” a lo largo del eje de un
arreglo de fibras épticas donde se observa una dis-
tribucion estatica de intensidad luminosa. Asi, los
fenémenos oscilacién de Bloch (Lenz 1999) y local-
izacion dinamica (Longhi et al. 2006) han sido ob-
servados; recientemente, el fenémeno de localizacién
asintética (Sanjinés & Gallinar 2001) fue asimismo
confirmado experimentalmente (Dreisow et al. 2011)
en un arreglo de fibras o6pticas con un perfil de
curvatura cubico. Recientemente se han logrado
avances importantes (tanto tedricos como experi-
mentales) en la fisica de los arreglos de fibras 6pticas
(Garanovich et al. 2012); dichos arreglos 6pticos sur-
gen pues como simuladores cuanticos “bona fide” en
el sentido referido en revisiones recientes (Buluta &
Nori 2009; Georgescu et al. 2014). Existen entonces
algunos escenarios especificos donde es posible bus-
car aplicaciones experimentales para los resultados
tedricos que se presentan en este trabajo, por ejem-
plo, el que se propone en la seccién 4.

Asi, después de revisar brevemente algunos de
los fenémenos mas interesantes que surgen en el
contexto del modelo de enlace fuerte, describiremos
a continuacion el plan a ser desarrollado en este
trabajo. Nos proponemos generalizar el tratamiento
conocido que hace Kapitza del péndulo invertido
(Kapitza 1951) al caso de los campos inhomogéneos
(Longhi 2007) en la aproximacién semiclasica de en-
lace fuerte (Ashcroft & Mermin 1976). Se sabe que
para una ley de dispersion cuadratica, el método de
Kapitza se suele emplear (en el limite de altas fre-
cuencias w — o0) (Bandyopadhyay & Dattagupta
2008) para estudiar, por ejemplo, el confinamiento de
“atomos frios” (entre otros) en un potencial efectivo
independiente del tiempo. Adaptaremos entonces el
método de Kapitza a una banda de enlace fuerte con
interaccién a primeros vecinos, y de esta forma ser
capaces de contrastar nuestros resultados con aque-
llos que surgen usualmente bajo el modelo de una
banda cuadratica. En particular, hallamos que de-
bido a la presencia de la red el potencial efectivo
Uers(X) (Cf Ec. 26) depende cuadraticamente del
potencial estatico U(X), en contraste con la depen-
dencia lineal que se halla usualmente (Bandyopad-
hyay & Dattagupta 2008; Rahav et al. 2003). Hal-

lamos ademads que la correccion dindmica (que varia
como w2 para w — oo) es formalmente similar a
la que se obtiene por el método de Kapitza en el
régimen del continuo. Y atn mas, el potencial efec-
tivo Uess(X) depende también de la posicién y el
pseudo-momentum iniciales, en contraste con los re-
sultados equivalentes que se halla con el método de
Kapitza.

En resumen, y a fin de contrastar los procedimien-
tos, en la seccin II presentamos la deduccién de la
formula para el potencial efectivo (Cf. Ec. 26), donde
los detalles de esta deduccion se completan en los
apéndices A y B. En el apéndice C se invoca el teo-
rema de Kroopnick (Kroopnick 1972) para estable-
cer la condicion suficiente para que la magnitud de
X (t) permanezca acotada cuando ¢t — oo. En el
apéndice D se hace una aplicacién al caso del “os-
cilador arménico” en la red, caso que fue tratado pre-
viamente en la literatura (Longhi 2007; Gallinar &
Chalbaud 1991). Finalmente, en el apéndice E se
presentan férmulas para obtener las frecuencias de
pequerias oscilaciones en torno a los minimos del po-
tencial efectivo U, s (X).

2. DEDUCCION DE LA FORMULA PARA EL POTENCIAL
EFECTIVO

Las ecuaciones semicldasicas canodnicas de
movimiento (Ashcroft & Mermin 1976) para un
electron de enlace fuerte moviéndose en una di-
mension bajo la influencia de un potencial estatico
U(z) y de un campo eléctrico rapidamente oscilante
f(z,t), estan dadas por

dr  Oe(k)

* ok = 2Aasenka (1)
y

dk  dU(x) _

@ @ e @

donde A es el elemento de matriz de “salto” (hopping)
proporcional al ancho de banda, a es la constante
de red, k£ es el pseudo-momento critalino (tomare-
mos i = 1 en este trabajo) y, finalmente, (k) =
2A(1—coska) es la ley de dispersion de enlace fuerte.
El campo rapidamente oscilante f(x,t) se puede ex-
presar como una serie de Fourier:

faty= 3 fule)explin), 3)

n=—oo

donde f,(z) es la n-ésima componente de Fourier
del campo eléctrico f(xz,t) de alta frecuencia w. Por
simplicidad suponemos f,(z) = f_,(z), de tal forma
que f(z,t) es una funciéon real y par con respecto
al tiempo ¢t. En nuestro sistema, la frecuencia w se
supone mucho mayor que cualquiera de las frecuen-
cias asociadas a la naturaleza del potencial estatico
U(z). Es maés: el promedio temporal sobre el peri-
odo T = 27/w de f(xz,t) se toma igual a cero, i.e.,
(f(z,t)) = fo(z) = 0. Siguiendo el formalismo de
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Kapitza (Kapitza 1951), escribimos x(t) y k(t) como
a(t) = X(t) +£(1), 4

k(t) = K(t) +n(t); ®)

donde £(t) y n(t) representan las partes pequefias
y rapidamente oscilantes de la posicién z(t) y del
pseudo-momentum k() respectivamente, con prome-
dios temporales (£(t)) = (n(t)) = 0. Sustituyendo las
Ecs. (4) y (5) en las Ecs. (1) y (2) respectivamente, se
tiene que:

X —|—é = 2Aasen(K + n)a, (6)

. _du

fvi= -2 g, %
Si se expande dU/dx y f(m,t) en términos del
parametro pequeno &(t), se obtiene a primer orden

en £(t) que
dU(z)  (dU d*U
dx _(dx>£_0+€<dx2>£_0+”" ®
y
Flat) = J(X,0) + €00+ ©

La sustituciéon de las Ecs. (8) y (9) enla Ec. (7) resulta
en

S au d*U of
k= () ¢ (), oo et

(10)
hasta primer orden en £(¢). En la Ec. (10) apare-
cen dos grupos de términos con caracteristicas difer-
entes: términos rapidamente oscilantes y términos
que no estan perturbados; ambos grupos deben en-
tonces ser iguales por separado. Para los términos
oscilatorios podemos escribir

n=f(X,t), (11)

pues los términos en la Ec. (10) que contienen £(t)
son pequenios comparados con el que aparece en la
Ec. (11). Promediando los términos restantes en la
Ec. (10) sobre un periodo, obtenemos

. dU ./ Of
K=-axt < aX>
donde (K ) = K y (¢ (°U/dX?)) = (¢) (U/dX?) =

0. Procedemos ahora con la Ec. (6); expandiéndola
obtenemos

(12)

X 4 € = 24a (sen Kacosna + cos Kasenna), (13)

de donde se separa (como en la Ec. (10)) los términos
rapidos y lentos; para la parte rapida se obtiene

£(t) = 2Aacos Kasenna, (14)

y promediando la parte lenta sobre un periodo re-
sulta

X =2Aasen Ka (cosna) , (15)

donde <X

continuacién integramos la Ec. (11) y la Ec. (14) (con-
siderando a X (t) y a K(t) como “constants” sobre la

> = X y (sen Kacosna) = sen Ka (cosna). A

escala temporal de T), obteniendo de 7(t) = f(X,t) =
> o [n(X) exp(inwt) que
an exp mwt) (16)

Para integrar la Ec. (14) aproximamos a primer or-
den senna ~ na, y de la Ec. (14) obtenemos

exp(inwt)

£(t) = —2Aa’ cos Kaan(X) 22 17

Se puede mostrar que las Ecs. (12) y (15) son de
la forma hamiltoniana con respecto a las variables
lentas X(¢) y K(t), con un hamiltoniano efectivo

H(X,K)=—2A({cosna)cos Ka + U(X), (18)
donde X = 9H/OK y K = —9H/dX son las ecua-
ciones candnicas de movimiento. Estas ecuaciones se
deducen a partir de las relaciones que se muestran
en los apéndices A y B:

(cosma) =1— — Z n2w2 , (19)
y
of \ _ 0 (cosna)
<58)(> = 2ACOS KCLT, (20)
respectivamente. Ya que H(X,K) no de-
pende explicitamente del tiempo entonces

E = —2A(cosna), cos Koa + U(Xp) es una constante
de movimiento que representa a la “energia” efectiva
de la partcula correspondiente a su movimiento
promedio evaluado en las condiciones iniciales X, y
Ko.

A continuacién calculamos el potencial efectivo
Ueyr(X) a través de la definicién

Oess(X)

ox
donde m es la masa efectiva de enlace fuerte dada
por m = 1/(2Aa?). Ya que de acuerdo a la Ec.(15) se
tiene X = 2A4asen Ka (cosna), entonces

mX = — (21)

X = 24a%K cos Ka (cosna) + 2AaX sen KaM
(22)
Sustituyendo en la Ec. (22) los valores de K y X da-
dos por las Ecs. (12) y (15) respectivamente, obten-

emos

. ou
X =24a’cos K —
a” cos Ka (cosna) ( 59X
0 (cosna)
+2A cos KGT
0 (cosna)

2
+ (2Aasen Ka)” (cosna) X

(23)
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de donde sigue una notable simplificacion debida a
la identidad cos? Ka + sen? Ka = 1. El resultado es

ou
0X
0 (cosna)

0X

Expresando en la Ec. (24) el término que contiene
a cos Ka (cosna) a través de la ley de conservacién
de la energia efectiva E (Cf. Ec. (B4)), obtenemos
—2A (cosna) cos Ka = E — U(X); despreciando en la
Ec. (24) los términos del orden de O(w~*), obtenemos
finalmente para la aceleracion

X =240 cos Ka (cos na) <

+(2A4a)? (cosna) (24)

. U 1 fa(
2 o - = n .
X=a*(E-UX)) 55 22A (an2>,
(25)
la integral con respecto a X da
Ues(X) _ a® 2 1o faX)
IS = SUX) — P UXE + — R
(26)

que es la expresion final que obtenemos para el po-
tencial efectivo.

Aunque los resultados centrales de este trabajo
(Ecs. (25) y (26)) se dedujeron para un hamiltoniano
de enlace fuerte con interacciones a primeros veci-
nos solamente, la extension del método que presen-
tamos aqui para incluir interacciones a segundos ve-
cinos se puede realizar de manera directa al susti-
tuir la Ec. (1) por 9x/0t = Je(k)/0k = 2Aasenka[l +
(4B/A) cos ka], donde B es el elemento de matriz de
“salto” correspondiente a las interacciones a segun-
dos vecinos. La consecuencia de este calculo en el
potencial efectivo debe llevar a las mismas conclu-
siones que las anunciadas por Itin y Neishtadt (Itin
& Neishtadt 2014) acerca del efecto combinado de-
bido a campos externos oscilatorios y campos no-
uniformes.

3. APLICACION AL OSCILADOR ARMONICO FORZADO EN
LA RED

Consideremos el movimiento del oscilador
armoénico en la red (Longhi 2007; Gallinar &
Chalbaud 1991) sujeto ademas a un campo armoénico
de alta frecuencia. Tomemos U(z) = xz?/2 en la
Ec.(26) y f(z,t) = —kx coswt, por simplicidad, a fin
de obtener el potencial efectivo U.¢;(X) dado por

Uery a’k?X*  W?EX? K2X?

m 8 2 4m?2w?

donde « es la constante elastica del oscilador. Adop-

tamos la unidades fisicas en las que xa?/8 = 1 es la

energa y el inverso del tiempo, y a es la longitud y el

inverso del momentum; tomamos como condiciones

iniciales X = Xy y K = 0. En dichas unidades fisicas
especiales, la Ec. (27) se convierte en

(X 02 X2

+C)2 w2
w? \ 4

(27)

—16X2X?
m

- 8X§) X2, (28)

2000 [ ’
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F1G. 1.— Potencial efectivo para el oscilador arménico forzado en
la red con U, sy dado por la Ec. (28) versus X con posicién inicial
Xo = 30y dos valores de w.

donde & = 4v/A. Asi, el potencial efectivo U, ;;(X)
depende, entre otros, de la posicién inicial X, y de
la frecuencia w. Para X, < ©/v/32, U.;;(X) tiene un
minimo en X = 0; para X, > ©/v/32, U.¢(X) tiene
dos minimos en

aﬂ\/ 2
Xio=+4/14+ /X2,
1,2 \/ TV T 5

Como se puede ver en la Fig. 1, la distancia en-
tre estos minimos aumenta al disminuir w, tal
como lo predice la Ec. (29). Debido a la estruc-
tura matemadtica de U.;;(X) en la Ec. (28), la
particula puede oscilar en dos regimenes diferentes:
“el régimen de Bloch” (Gallinar & Chalbaud 1991)
donde U.;¢(X) tiene dos minimos y la partcula os-
cila en alguno de ellos, y “el régimen del continuo”
(Longhi 2007; Gallinar & Chalbaud 1991) donde la
particula o bien visita ambos minimos, o bien oscila
en torno a un minimo en X = 0 cuando X, < &/v/32.
Estos regimenes estan separados por la condicién de
bifurcacién dada por

(29)

AN
Xo=5 | —2F (30)
@
1+ﬁ
Para w — o0, la Ec. (30) lleva a X, = @/4

como condicién de bifurcacién en ausencia del campo
forzador arménico de alta frecuencia. En la Fig. 2
se muestra las soluciones numéricas de la Ec. (25),
donde se puede distinguir ambos regimenes con X, =
v/10004/19/20 = 30.822... como el punto de bifur-
cacion entre ellos.

Finalmente, obtenemos la expresion para la fre-
cuencia de la particula cuando oscila en el régimen
de Bloch en torno a los minimos de U.ss(X); us-
amos para ello 2% = (1/m)(0%Uess(X)/0X?) ,

obteniéndose
~2
Q=12+ 255 /32x2 — a2,
w

donde la frecuencia efectiva aumenta en presencia

(31)
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F1G. 2.— Posicién semiclédsica X/a en unidades de la distancia a

versus tiempo ¢/7 en unidades de 7, con w = 3&. El valor critico
del punto de bifurcacion para este sistema es Xy = 30.822.
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F1G. 3.— Comparaciéon del movimiento de la particula en Xy =
40 cuando esta sujeta al campo armoénico “estatico” y al campo
armonico forzador de alta frecuencia. Se puede ver que la ampli-
tud y el periodo del movimiento de la partcula decrecen en pres-
encia del campo del alta frecuencia.

del campo rapidamente oscilante. Este incremento
en la frecuencia efectiva se verifica al comparar
numéricamente la solucion X (¢) del caso estatico con
la solucién respectiva para el caso w = 3@, Xy = 40,
que se muestra en la Fig. 3.

4. APLICACION A FENOMENOS DE LOCALIZACION.
PREDICCION EXPERIMENTAL DE “LOCALIZACION
DINAMICA” EN ARREGLOS DE FIBRAS OPTICAS

Considérese el hamiltoniano de enlace fuerte
H(xz,p) = —2Acosap + U(x,t) (con p = —ihd,)
cuyos eigenvalores (k) constituyen la ley de dis-
persién para la velocidad semiclésica dada en la Ec.
(1); el potencial dependiente del tiempo U(z,t) =
U(z) — [daf(x,t) ya contiene al potencial estatico
U(x) y al campo oscilante f(x,t) que aparecen en
la “fuerza” semiclasica en la Ec. (1). En este esce-
nario fisico ocurren los fenémenos de “localizacion”
de un electron en una red unidimensional tal como
lo refirieron Dunlap y Kenkre (Dunlap & Kenkre

1986): si la proyeccién del desplazamiento cuadratico
medio w(t) = Y, a’n?|C,(t)|* en la red permanece
acotado cuando ¢ — oo, entonces la particula es-
tara localizada (esta condicién implica asimismo que
el valor medio de la posicién z(t) = Y, a?n|C,(t)|?
también permanece acotado). En las expresiones an-
teriores ¥(z,t) = > Cp(t)®(x — na) es la funcién
de onda que resuelve la ecuacion de Schrodinger;
®(xz — na) son las funciones de Wannier que estan
localizadas en torno a los sitios de la red con posi-
ciones x = na (para n entero). Los casos relevantes
de localizacién que fueron reportados en la liter-
atura corresponden a los siguientes potenciales: (i)
oscilacion de Bloch (Bloch 1928; Hartmann et al.
2004) cuando U(x,t) = ax; (ii) localizacién dinamica
AC (Dunlap & Kenkre 1986; Holthaus & Hone 1996)
cuando U(z,t) = axcoswt (Jop(a/w) = 0) y local-
izacién dinamica AC+DC (Holthaus & Hone 1996;
Zhao 1991) cuando U(z,t) = eg+ax coswt (eo/w # Z);
localizacién asintética (Sanjinés & Gallinar 2001)
cuando U(z,t) = axt. Las condiciones de localizacién
en el caso (ii) se hallan entre paréntesis.

La definicion de localizacion puede relacionarse
con la definicién de “acotamiento” de una funcién
y(t) que resuelve la ecuacin diferencial ordinaria,
auténoma y —en general- no-lineal §y = g(y), i.e.,
lim;—, o |y(¢)| no debe diverger. Ya que esta ecuaciéon
se puede escribir como § = ¢(y)¢'(y), entonces la
condicion de acotamiento para y(t) esta dada por
el teorema de Kroopnick (apéndice C), donde y(t)
se identificoé al describir el esquema de Kapitza
(seccién 2) con nuestra posicion media X(t) que
varia lentamente en z(t) = X (t) + £(¢). Esto su vez
nos permite realizar la conjetura de que la posicién
semiclasica X (¢) se puede relacionar fisicamente con
z(t), la posicién media del paquete de ondas cuantico
definida arriba, i.e., cuando X (¢) esté acotada' en
la Ec. (25), entonces la correspondiente z(t) también
estara acotada® (al menos, como una condicién su-
ficiente). Entonces, el criterio de Kroopnick toma la
forma lim| x|, U?(X) = 00 y/o lim| x| f2(X) = 00
para n entero, donde U(X) es la parte estatica del
potencial cuantico U (X, t) y f,.(X) son los coeficientes
de Fourier de la fuerza periddica f(X,t+T) = f(X,t).

A continuacién dirigimos la atencion hacia los ca-
sos de localizacion AC y AC+DC referidos arriba en
el inciso (ii), que son los casos especiales del poten-
cial lineal U(X,t) = U(X) — [dX f(X,t) = XF(t)
correspondiente a una fuerza periédica y homogénea
f(X,t+T) = f(X,t) (en este caso, los coeficientes
de Fourier f,(X) = f, también son independi-
entes de X). Queremos verificar si sus correspondi-
entes condiciones de localizacién cuantica conocidas
para valores grandes de w son consistentes con la
condicion de Kroopnick. En el caso AC, U(X) = 0, en-

1 Se puede demostrar que si X (t) esta acotada, también lo est4
X (t), de tal forma que la region en el espacio fase para la evolucién
del sistema es finita.

2 Nétese que el valor cuadratico medio no tiene un equivalente
semiclasico, lo que no impide formular la conjetura “acotamiento
implica localizacién”.
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tonces lim | x |00 U(X) # 00y limx |00 f2(X) # o0,
por lo que la condicién de Kroopnick no se verifica (no
hay localizacion); en el caso AC+DC, U(X) = ¢X,
entonces lim| x|, U?(X) = 00 y lim|x |00 f2(X) #
oo, asi que la condicion de Kroopnick se verifica
(hay localizacién). Las correspondientes condiciones
cuanticas de localizaciéon son las mismas cuando w
es grande: en el caso AC, Jy(a/w) = 0 no se cumple
y por lo tanto no hay localizacién; en el caso AC+DC,
eo/w ¢ Z se cumple y por lo tanto hay localizacion.
En vista de lo anterior, podriamos elaborar un ar-
gumento fisico acerca de la transicion del régimen
AC (con potencial U(X,t) = aX coswt) al régimen
AC+DC (con potencial U(X,t) = ¢ X + aX coswt) en
términos de una transicion de un régimen de deslo-
calizacién a un régimen de localizacién. Podemos ob-
servar que dicha transiciéon consiste solamente de
anadir el potencial ¢y X al potencial AC. Sin embargo,
tal adicién puede ser un asunto complicado en una
red de estado s6lido. Veremos a continuacion que en
el dominio 6ptico de un arreglo de guias de onda,
dicha adicién se transforma en un procedimiento
bastante practico.

De manera interesante, los resultados tedricos de-
scritos arriba pueden encontrar un escenario experi-
mental donde las predicciones serian confirmadas (o
refutadas). Como se mencioné al principio de este
trabajo (secciéon 1), existe una analogia formal en-
tre el comportamiento de un electron moviéndose
en una red de enlace fuerte bajo el efecto de cam-
pos electromagnéticos especficos, y un paquete de
ondas foténico propagandose a lo largo de un ar-
reglo de fibras o6pticas con perfiles de curvatura
especificos. Asi, los fenémenos dinamicos cuanticos
para el electron en la red (en el dominio temporal)
son “mapeados” a lo largo del eje del arreglo de fi-
bras épticas (en el dominio espacial). Esto es posible
después de aplicar la transformacion de Kramers-
Henneberger a la “ecuacion 6ptica de Schrodinger”
(Longhi et al. 2006), de lo que resulta

A2 92 , 0%xo(z , <~ 0P
_THSW + Uppt(z ):| P+ |:ns 332( ):| P = 2)\5,
(32)

donde: z es la coordenada axial del arreglo 6ptico,
2’ = x — x0(z) es la coordenada transversal trans-

formada, = es la coordenada transversal del arreglo
donde las fibras 6pticas estan distribuidas periodica-
mente con distancia de separacion a, U, () = ns —
n(x), n(z) = n(x + a) es el indice de refraccién efec-
tivo del arreglo éptico, n, es el indice de refraccion
del sustrato material que conforma cada fibra éptica,
2(0) describe el perfil de curvatura peridédica del ar-
reglo con periodo A > \. Podemos reconocer en
la Ec. (32) una ecuacién tipo Schrodinger para una
particula de “masa” n, moviéndose en una red con
“potencial periédico” U,,,(z’) y sujeta a una “fuerza”
externa n,0%z¢(2)/0%z; A\ = /21 = 1/k equivale a la
constante cuantica h. Ya que el “potencial” externo
en la Ec. (32) es lineal en z’ y ya que la coorde-
nada espacial 6ptica z se relaciona con la variable

temporal cudntica ¢, entonces los casos (i)-(iii) de lo-
calizacion descritos al inicio de esta seccion se de-
scriben de manera equivalente por la Ec. (32) en el
dominio espacial 6ptico. Asi, para un perfil de cur-
vatura parabélico zy 22 se obtuvo el efecto analogo
a la oscilacién de Bloch (Lenz 1999); para un perfil de
curvatura periédico zy o cos(2mz/A) se observé ex-
perimentalmente el efecto analogo a la localizacion
dindmica AC (Longhi et al. 2006); y para un per-
fil de curvatura cibico zy x 2> el efecto andlogo a
la localizacién asintética fue asimismo observado ex-
perimentalmente (Dreisow et al. 2011). Para el caso
AC, esta claro que para un valor mayor de w (.e.,
un menor valor de A) la condicion de localizacion
Jo(a/w) = 0 no se verifica y por lo tanto ocurre
deslocalizacién, lo que a su vez implica que el pa-
quete Optico se dispersa a lo largo del eje transver-
sal z. Sin embargo, si este arreglo 6ptico se somete
a una curvatura parabdlica global, entonces se lo-
gra en el dominio éptico el equivalente al caso de
localizacion AC+DC pues la condicién ¢y/w ¢ Z se
verifica, asi que el paquete Optico no se dispersa y
permanace acotado o confinado en torno a la regin
paraxial del eje z. Este interesante efecto deberia ob-
servarse como se indica en la Fig. 4, donde los valores
de los parametros fisicos se tomaron de Longhi et
al. (Longhi et al. 2006). El procedimiento experimen-
tal seria entonces sencillo: el arreglo con un perfil
periddico de curvatura z o cos(2wz/A) donde no hay
localizacién, se dobla con un perfil parabélico global
C2? (cualquier valor real de C seria, en principio, su-
ficiente). El resultado entonces es que un paquete
Optico inicialmente disperso se localizaria en torno
al eje z, logrando asi la transicién de un régimen de
deslocalizacién a uno de localizacion.

5. CONCLUSIONES

Aplicamos un método similar al de Kapitza
(Kapitza 1951) que permitié obtener una expresion
novedosa para la aceleracion efectiva independiente
del tiempo de un electrén en una red de enlace fuerte
(Cf. Ec. (25)); sobre este electrén actian un campo
eléctrico armonico rapidamente oscilante (w — o0) y
un potencial estatico arbitrario. Los resultados que
obtuvimos se pueden expresar en los términos de un
potencial efectivo simple (Cf. Ec. (26)) via la intro-
duccién de una masa efectiva de enlace fuerte m (Cf.
Ec. (21)). En el limite del continuo definido por a — 0
y A — oo, donde lim ,0 1/(24a?) = m*, el poten-

—00
cial efectivo U, ;s (X) resulta ser (m* es la masa en el
continuo)

m—m*
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A=105a=147 mm
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F1G. 4.— Arreglo experimental del efecto de “transicion deslocal-
izaci6én-localizacién” propuesto en este trabajo, con los valores de
los parametros fisicos tomados de Longhi et al. (Longhi et al. 2006)
El arreglo de N = 80 fibras 6pticas separadas entre si por una dis-
tancia constante a = 14um y con indice de refraccion ng = 2.15,
se acomoda en el gje transversal z. Un paquete de ondas laser cen-
trado en 1610 nm incide sobre el arreglo y se propaga a lo largo de
la coordenada z hasta una distancia L = 7A. Para este valor del
periodo espacial A el paquete se debe dispersar, pero predecimos
que una curvatura global parabélica con perfil C'22 debe confinar
al paquete en la zona paraxial (z’ ~ 0). El limite de A pequefio
(correspondiente a un valor grande de w en el dominio temporal
del esquema de Kapitza) se logra aqui en el limite de “estrangu-
lacién” en el que las fibras épticas en los extremos del arreglo pier-
den su perfil espacial suave.

pero
lim [—a*U(X) (—2A4 (cosna) cos Ka + U(X))] =
=i
= lim 244*U(X) = Ux) :
a—0 *
A—oo
de tal forma que finalmente
Uep(X) = Z 27 (33)

que es el mismo resultado ya conocido en el continuo
para el potencial efectivo U.s¢(X) (Kapitza 1951;
Bandyopadhyay & Dattagupta 2008; Rahav et al.
2003). Notablemente, la correcciéon dinamica de alta
frecuencia del orden de O(w~?2) en la Ec. (26) es for-
malmente similar a aquella asociada al limite del
continuo, lo que se aplica asimismo a las acelera-
ciones respectivas. Podramos conjeturar si acaso esta
similitud se mantiene (cuando w — co0) hasta el sigu-
iente orden O(w™*) entre el resultado en el continuo
y el resultado (aun desconocido) en la red. Final-
mente, resulta interesante sefialar que de la Ec. (17)
para £(t) se puede demostrar la formula

1 9 1 f2

- _ TL

2m<§ > - cos Ka E ;
asi, para a — 0 (en el continuo) la correccién de

alta frecuencia para el potencial efectivo (para w —
o) es igual al valor medio de la energia cinética

(34)

2
resumen, la nueva formula dada en la Eec. (26)

del movimiento oscilatorio dado por im* <§2> En

generaliza el célebre resultado de Kapitza para el
péndulo invertido (Kapitza 1951) al caso de un
electron de enlace fuerte. De esta forma, surgen apli-
caciones interesantes (entre otras) al caso del os-
cilador arménico en la red (Longhi 2007; Gallinar &
Chalbaud 1991) y al efecto de la oscilacion de Bloch
(Bloch 1928), y asimismo se puede considerar como
un primer paso conceptual importante en el estudio
mas profundo (hasta el orden de O(w=?)) de los efec-
tos debidos a un campo forzador de alta frecuencia
en la red. En particular, y motivados por la eviden-
cia experimental reciente de localizacin dindmica y
localizacién asintética en arreglos de fibras épticas,
propusimos en la Sec. 4 un bosquejo de experimento
que podria servir para verificar la prediccién tedrica
de que en un arreglo tal con un perfil de curvatura
periddico (de periodo pequerio), un paquete de on-
das fotonico se deberia dispersar, pero si ademas
se aplica a todo al arreglo una curvatura global
parabdlica, entonces se deberia inhibir la dispersion
del paquete y éste permaneceria confinado en la
region paraxial del arreglo. Este experimento prop-
uesto podria permitir ampliar el rango de aplica-
ciones de los resultados presentados aqui.

APENDICE

A. DEDUCCION DEL VALOR DEL TERMINO (cosnA)

Expandiendo cos na hasta el orden de w2
diando, se obtiene

y prome-

2\ 2
(cosna) ~ 1 — % +O0(w™), (A1)
donde 7(t) esta dada por la Ec. (16). Asi,
fn m ) i(n+m)wt
Z nmw2 <e > ’ (A2)

donde

( ) Lt ( )
(n+m)wt \ __ i(n+m)wt _
<e > = T/o e dt =6p—m, (A3)

lo que da
fn m f’rl
Z nmw2 On,—m = Z n2w2 ’
ya que f,(X) = f_.(X). Finalmente, la Ec. (A1) re-
sulta en

(A4)

(cosna) flf—zf%ﬂ O(w™4).

B. DEDUCCION DEL VALOR DEL TERMINO <§g—§>

Sustituyendo £(¢) por su valor dado en la Ec. (17) y
f(X,t) dado en la Ec. (3), se obtiene
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0 Ofm(X
< 6)J2>——2Aa cosKaZ n2w2) f@)(( )

. <ez(n+m)wt> (B1)
= —2A4d> cosKaZ 2)(2)8]0%)((,)()
n-w
2
= a0 cos Ka Y 1 a0, (g
new

de lo que finalmente resulta (usando la Ec. (A3)):

of \ _ 0 (cosna)
< aX>—2ACOSK(1 X (B3)
Es conveniente sefialar que la relacion
E = —2A{cosna)cos Ka+ U(X) = const.  (B4)

se puede obtener asimismo de las Ecs. (12) y (15), las
que al dividirse dan

ax 2Aasen Ka {(cosna) (B5)
i —8£ + 2A cos Kai8 {cosna)
0X 0X
lo que conduce a la diferencial exacta

d(—2A{cosna)cos Ka+U(X)) = 0, y de aqui se
tiene la Ec.(B4). Es interesante notar que en la Ec.
(B4) el factor de estrechamiento de la banda (cosna)
coincide con la suma de los primeros dos términos
de la expansion de Jy(eca/w), donde J; es la funcién
de Bessel de primer tipo y orden cero, i.e,

A+ eca
(cosna)=1— 5 < 2 ) Jo (w)
2,22
:1—a4€§ + O™, (B6)
con f1(X) = f_1(X) = —ec/2. Este resultado coin-

cide hasta el orden de O(w™*), como debe ser, con
el resultado exacto para la condicion de localizacion
dinamica, i.e., Jy (eca/w) = 0, lo que equivale a la an-
ulacién del ancho de banda efectivo para el electron
de carga eléctrica (—e) en presencia de un campo
eléctrico oscilante y homogéneo ¢ cos wt.

C. CRITERIO DE KROOPNICK PARA MOVIMIENTO
CONFINADO

En este apéndice mostramos que, de acuerdo
al teorema de Kroopnick (Kroopnick 1972), una
condicion suficiente para que las soluciones X(t)
de la Ec. (25) estén confinadas (o acotadas) en el
limite t — oo, estd dada por lim U?(X)= oo

| X |—o00
2
ylo ‘ xlfin fa(X) =
referido teorema de Kroopnick establece que: para la
ecuaciéon

oo para algiun entero n. El

X +a(t)b(X) =0, (C1)

donde a(t) > 0y b(X) son funciones continuas en los
intervalos RT = [0,00) y R respectivamente, si a(t) <
X
O(cont >T)y lim b(u)du = oo, entonces todas
X—+

las soluciones X (t) de la Ec. (C1) estan confinadas
en el limite ¢ — co. En efecto, comparando la Ec. (25)
con la Ec. (C1) se puede establecer a(t) = 1 y elegir

8U 0
- Box 0X m2 0X (Z n2w? )

(C2)

integrando b(X) resulta entonces

(C3)

/X b(u)du = “; (U(X) = B + — i f;(j{)

Asi, la condicién de Kroopmck hm / u)du =

00 y/o lim f%(X) = o0

| X | =00
para algun entero n. Para que este resultado corre-
sponda a la aplicacion del teorema de Kroopnick es
necesario que: a(t) =1 > 0y a(t) = 0 < 0 (para algan
T tal que t > T, por ejemplo, T' = 0), donde a(t¢) es una
funcién continua en Rt = [0,00) y que 5(X) en (C.2)
sea continua en R. Ya que todas estas condiciones
se cumplen, entonces la aplicacién del teorema de
Kroopnick es valida.

se cumple si lim U?(X) =
| X | =00

D. FRECUENCIAS CUASI-ARMONICAS DE
OSCILACIONES PEQUENAS

Aplicamos la formula

02 L (9Uess(X)
m 0X? Xo

donde 2 es la frecuencia angular de las pequefias
oscilaciones cuasi-armoénicas en torno al minimo X,
del potencial efectivo U.;;(X), a fin de obtener ex-
presiones apropiadas para {2 con las condiciones

(DY)

fa(X) = 0 para todo entero n. En efecto, tenemos
entonces que (Cf. Ec. (26)):
1 a® 9 9
—Uepp(X) = 5 U°(X) —a”EU(X);  (D2)
m ' 2
derivando la Ec. (D2) obtenemos
10Ug; 5 (0U(X)
—ax = < 5X (U(X)-E), (D3)
y
52U (X) oU(X)\*
2 _ 2 _ 2
o (P00 oty - et (2290
(D4)

Si X es un minimo de U.;;(X), entonces obtenemos
de las Ecs. (D3) y (D4) para 2, >0y {25 > 0:

2
2% = a? <az_g§()> (D5)
Xo
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-1 0 1 2 3
-------- Total energy, E X
- Static potential

Effective potential

F1G. D1.— Potencial efectivo parabdlico; la linea sélida repre-
senta U s /ma’E.

cuando U(Xy) = E, o bien,

82U (X)

cuando (OU(X)/0X)y, = 0. Para ilustrar la apli-
cacion de las Ecs. (D5) y (D6) a un caso sencillo,
consideremos la oscilaciéon de Bloch. En este caso
U(X) = esoX para un electrén de carga elctrica (—e)
sujeto a un campo eléctrico estatico y homogéneo &.
Ya que (0U/0X)y, # 0, entonces sélo existe una fre-
cuencia de la forma (2, dada por la Ec. (D5). Luego,
Uesp(X)/m esta dado por

1
Leff(X) = §a26253X2 —a’FecX
m
a2
=5 [(es0X — E)* — E?]. D7)

La Ec. (D7) corresponde a un pozo parabdlico de-
splazado como se muestra en la Fig. D1. Obtenemos
asi la expresion independiente de la energa (2 =
aegg, que es la solucién exacta conocida para la os-
cilaciéon de Bloch, que en este caso es equivalente a
un oscilador arménico simple.
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