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RESUMEN

Se obtiene soluciones de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) como ser la ecuacion de
Laplace para una regién plana irregular y la ecuacion del calor para una region plana circular
y regular. Para ello se utiliza el método Monte Carlo a fin de simular paseos aleatorios que se
realizan en regiones discretizadas que resultan de las EDP desarrolladas en diferencias fini-
tas. La forma de discretizacion limita las direcciones de paso entre los nodos de la regiény a la
vez asigna probabilidades de transicion entre dichos nodos. La idea de 1a metodologia es que
para determinar el valor de un nodo (i.e., la solucién de un punto de la region discretizada)
se lanza varias particulas desde el nodo y se las hace evolucionar de acuerdo a las proba-
bilidades de transiciéon hasta que choquen con el borde de la region discretizada, terminando
asi el paseo aleatorio; este borde constituye la condicion de contorno de las EDP. Se presen-
tan los resultados para la ecuacién del calor en una placa delgada para seis instantes; los
resultados de la ecuacién de Laplace se presentan mediante dos situaciones fisicas distintas:
una membrana elastica delgada estacionaria y la distribucién estacionaria de temperatura
en una placa delgada.

Descriptores: técnicas computacionales y simulaciones — métodos de diferencias finitas —
aplicaciones de métodos de Monte Carlo

Cédigo(s) PACS: 02.70.-c, 02.70.Bf, 02.70.Uu

ABSTRACT

We use the Monte Carlo method to obtain solutions of partial differential equations (PDE)
such as the Laplace equation for a flat irregular region and the heat equation for a flat circu-
lar and regular region. With this method we simulate random walks in the discrete regions
that result from the PDE developed as finite differences. The discretization process limits
the possible directions between the region nodes and assigns them transition probabilities.
To determine the value of the node (i.e., the solution for a point in the discretized region)
we launch from the node several particles and let them evolve according to their probabili-
ties until they reach the boundary region, which is the boundary condition for the PDE. We
present the results of this method for the heat equation in a thin board for six different ins-
tants. For the Laplace equation the results correspond to two different physical systems: a
stationary and elastic thin membrane and the stationary temperature distribution of a thin
board.

Subject headings: computational techniques and simulations — finite-difference methods —
applications of Monte Carlo methods

1. INTRODUCCION exclusivamente analiticos cuando las condiciones de
contorno e inicial no son sencillas, y en muchos ca-
sos no es posible encontrar una solucién analitica, en
especial problemas fisicos reales que tienen regiones
con una geometria no muy regular.
Existen varios métodos numéricos, como por ejem-
t znarf@correo.nu plo el Método ADI (Press 1995) y el Método de Crank-
Nicholson (Kreyszig 2000) que son bastante flexi-

Problemas fisicos de estado estacionario o proble-
mas de evolucion temporal son modelados a través de
EDP’s elipticas y parabdlicas respectivamente, estas
ecuaciones tienen una dificil solucién por métodos



SOLUCION DE EDP’S POR EL METODO MONTE CARLO 25

bles para las condiciones iniciales y condiciones de
contorno del problema, estos métodos consisten en
desarrollar las EDP’s en diferencias finitas y medi-
ante operaciones matriciales obtener la solucion. Y
en relacion a problemas que tienen regiones no tan
regulares esta el método de elementos finitos, en el
que intervienen matrices y ecuaciones integrales 1.

La importancia de la aplicaciéon del método Monte
Carlo para resolver EDP’s elipticas y parabdlicas,
radica en que se pueden asociar a un modelo pro-
babilistico artificial de factores aleatorios, transfor-
mando el proceso de la solucion del problema a sim-
ples conteos y promedios.

Un ejemplo sencillo para resolver la Ecuacién de
Laplace de una region plana cuadrada asociando un
modelo probabilistico ? se realiza con la siguiente
analogia (Sheid 1972). Un perro que estd perdido en
un laberinto cuadrado que tiene corredores interiores,
en cada interseccién escoge una direccién al azar y
sigue hasta la siguiente interseccion donde escoge de
nuevo al azar y asi sucesivamente, ;Cudl es la pro-
babilidad que un perro que parta de una determi-
nada interseccion emerja eventualmente por el lado
sur?. Segun las condiciones de contorno el lado sur
tiene el valor de 1 y los restantes lados el valor de 0, y
estas intersecciones o probabilidades son la solucion
del problema.

Entonces, el propésito del presente trabajo es,
mostrar una metodologia para resolver EDP’s a
través de dos problemas especificos; la Ecuacion
de Laplace para una regiéon plana irregular y la
Ecuacion del Calor para una region plana circular
regular.

2. DISCRETIZACION DE REGIONES

Al igual que los métodos nimericos mencionados,
la metodologia a seguir se basa también en desarro-
llar las EDP’s en Diferencias Finitas, con la finalidad
de Discretizar la Region.

.......................................................

Si se considera el Laplaciano V2u de una EDP para
una Region Plana, su desarrollo en diferencias fini-

1 Métodos Matematicos versién 30/1/2008,
http:/matematicas.uclm.es./ind-cr/metnum/index.html

2 Se asocia el modelo probabilistico a la Iteracién de Gauss-
Seidel y la Super-Relajacién

tas debe tomar en cuenta la Geometria de la Region
(forma de la Frontera).

2.1. Region Rectangular

El Laplaciano de una geometria rectangular se
debe discretizar en Coordenadas Rectangulares. En-
tonces el desarrollo del Laplaciano V?u en coorde-
nadas rectangulares es:

u 0%
2 = — [
Viu = 02 + oy?
Pu_ Utit1j) — 2V + U1
Ox? (Ax)?
Pu Ui = 2065 + Uiy
dy? (Ay)?
o2y~ i) T U1y | Vg + UG-
(Az)? (Ay)? D
—92 # + L Ui ;
(A2 T (Ay2] )

2.2. Region Circular

El Laplaciano de una geometria circular se debe
discretizar en Coordenadas Polares.

.......

Si tenemos p = iAp y ¢ = jA¢ entonces el desa-
rrollo del Laplaciano V2u en coordenadas polares es:

g2y o Lu 10w 1 0%
02 pOp  p? 02
Ou _ Uiy —Ui-1p
dp Ap
Pu _ Utit1g) — 2V + U1
9p? (Ap)?
Pu_ Uijiny = 204 + U
0¢? (Ag)?
Ugiv1, 1\ Ui-15) , Ugg+r) + Ui -1
Viy = (i+1.5) + (1 _ _.) (i—1,j + »J : \J
(Ap)? i) (Ap)? (Ap)?(iAg)?
1 1 2
‘XAmz[‘?+uA@JU“”

(2)
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2.3. Region Irregular

Una geometria se dice que es irregular cuando
las divisiones (A’s) no son constantes. Este tipo de
geometrias por simplicidad se deberian discretizan
en Coordenadas Rectangulares (Si una region circu-
lar se desarrolla en coordenadas rectangulares, esta
region llega a ser una region irregular).

frontera

' / irregular

e A Y

Las distancias a,b y ¢,d son constantes e iguales
a Az y Ay respectivamente, excepto cerca a la fron-
tera irregular en el cual a < Az y ¢ < Ay. Por tanto,
de manera general tenemos: a,b < Az y ¢,d < Ay,
entonces el desarrollo del Laplaciano VZu de una ge-
ometria irregular es:

o
oy?

V2u _ 2bU(i+17j) + 2aU(i—1,j)
ab(a +b)

1 1
-2 (E + a) U(iyj)

Para cualquier regiéon en dos dimensiones sea i-
rregular o no pero que esté desarrollada en coorde-
nadas rectangulares, se utiliza la Ec. (3) de manera
general (Véase que la Ec. (1) es un caso especial de
la Ec. (3)).

2dU; j11) +2¢U0 -1y
cd(c+d)

3

3. PROBABLIDADES DE TRANSICION

Al desarrollar las EDP’s en Diferencias Finitas,
ademas de Discretizar la Region, también se pueden
obtener Probabilidades de Transicién que se tienen
entre los nodos de la region.

Para tal objetivo, partimos de la Ec. (4) que es una
EDP homogénea que no contiene el término de la
funcién sin derivar f(,, . ), sin embargo ain esta
ecuacion es bastante general al cual se aplica el si-
guiente teorema que se propone en el presente tra-
bajo.

Teorema. En el desarrollo en diferencias finitas de
cualquier ecuacion diferencial parcial donde todos
los términos poseen derivadas de primer orden o
mayor, puede afirmarse que, el coeficiente del término
en el cual se desarrolla la serie es igual al negativo

0% 2bUy1 ) — 2(a+b)Us ) + 20Uy 5 de ?a suma de coeﬁciem%es que ocupan los términos
902 ba+0) vecinos. Entonce.g, despejandg el término en el que se
r asta desarrolla la serie, los coeficientes resultantes de los
Pu_ 2dUG 1) — 2(c+ d)Ug 5 +2cUg -1 términos vecinos pueden ser tratables como probabi-
oy2 cd(c + d) lidades.
" f(a,y,2,00) anilf(w,y,zw) O @y,z)
ﬁ(m,y,z, ) ox " + ﬁ(m,y,z,...) Ox "1 + o+ V(z,y,z,...) O
o™ f ) o ) f )
5 Y% ToYsZyee e LYo R ) L
+ (z,y,2,...) aym + /L(m,y,z,...) ay m—1 + + @(m,y,z,...) ay + (4)
an(myz ) aT_lf(zyz ) a2f(zyz )
T,Y,z — XY, 2y /.’ .’ 1/ T,Y,z = =0
G, "")8xri8yﬁ'8z’”k...+n( v )axm’ayﬁ'az’“k,,_ T ez Ox Ay

Demostracion. De la formula de interpolacion con
diferencias hacia adelante de Gregory-Newton
(Kreyszig 2000):

n

r .
f) B D (2) = Z (Z.)Nf(zo) T =2, +rAx

=0
k k—1 k—1
AFfy =D =AMy k=1,2,3,.

Se obtienen las Ecs. (5) que son las derivadas n-

ésimas de la funcién f(,, . . ), donde estas ecua-
ciones llevan una sumatoria de coeficientes binomi-
ales por cada variable que es derivado.

Estas derivadas n-ésimas pueden descomponerse
aislando un término determinado de la(s) sumato-
ria(s), en este caso; cuando (i = a) en la primera y
cuando i =a A j=b A k=c A ...)en la segunda.
Resultando de esta manera las Ecs. (6).

Entonces, al desarrollar alrededor de (z.,s,...) la
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Ec. (4) en Diferencias Finitas utilizando las Ecs. (6) ~se reemplazaron dos términos representativos pero
se obtiene la Ec. (7), donde la funcién en el punto de ~ generales; la derivada n-ésima de una variable y la
desarrollo esta despejada (a modo de ilustracién solo  derivada r-ésima cruzada).

" faye (D" ¢ (7

1=0
0" f@,y.2,) =4 CARCARC itk (T (T [Tk
6x"iay”jaznk L (A:C)"?(Ay)”J(Az)"k ;;;(—1) (z) (] ><k> ...f(wi,,yj,zkwn)
| (5)
"fwy.) (=" af M - it1(n
et = (e |0 () e = 0 (e
i#a
3nf(m7y7m) - (=)™ a4+ b+ [T\ [Ty
dz iy ... (Ax)mi(Ay)m ... (=1) (a) ( b> R ©
i=0 j=0 ! J
ita Aj#£b A...
. -1 (_1)n = RV n (_1)T
i#a
Ty T i r; Tj (7)
Sy (2 (D)
i=0 j=0
iF#Ea AjFEb AL

Por tanto, haciendo uso de la siguiente propiedad (i=a A j=b A k=c A ...). Entonces:
de coeficientes binomiales (Spiegel 1986):

o))+ (0) i) S (5) ()
(i) S5 (B (1) -

i=0 j=0 J

Se puede aislar y despejar el coeficiente cuando (i = ita njb A

a), y de manera semejante cuando existe una com-

posicién de coeficientes binomiales, es decir cuando (_1)a+b+”' (nz> (ZL)J ) o
a
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Finalmente, utilizando estas dos ultimas igual-
dades al sumar todos los coeficientes de los términos
fez;v;..) del numerador (términos vecinos) de la
Ec. (7), resulta que, la sumatoria es igual al denomi-
nador del mismo 2.

Entonces, al ser distribuido el denominador a todos
los términos feiw;s la sumatoria de los coeficientes
resultantes es igual a la unidad. Con tal resultado
queda demostrado el Teorema propuesto aplicado a
la Ec. (4). O

3.1. Normalizacion de Coeficientes

Los coeficientes de la Ec. (7) cuando se reparte el
denominador pueden tener valores; positivos, nega-
tivos 6 ceros. Pero la sumatoria de dichos coeficientes
es igual a la unidad. Véase el siguiente esquema.

1:Zc+—Zc_+ZCO

1
—
S S Stet
_CI;
—4 —3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 R

Pero al cambiar el signo de los coeficientes nega-
tivos a positivo se obtiene el siguiente esquema.

Zco Zc*—f—Zc’

R

En el cual la longitud de un determinado coefi-
ciente ¢, (sea positivo, negativo o cero) y la longi-
tud total no cambia. Por tanto, se puede normalizar *
los coeficientes cambidandole el signo a los negativos
y dividiendo a cada coeficiente por la longitud total.
Entonces, estos coeficientes resultantes de la norma-
lizacién pueden ser tratables como Probabilidades.

4. EL METODO MONTE CARLO

La Region Discretizada mas las Direcciones y
Probabilidades de Transicién obtenidas mediante el
desarrollo por Diferencias Finitas, nos permite rea-
lizar Paseos Aleatorios en dicha regién. Ademas es
necesario la generaciéon de Numeros Aleatorios en
toda la trayectoria del paseo aleatorio, siendo este el
fundamento del método Monte Carlo.

3 También se puede llegar al mismo resultado utilizando de-
sarrollos de interpolacién con diferencias hacia atrés o diferencias
centrales

4 Si al aplicar el Teorema a una ecuacién, todos los coeficientes
resultan positivos, no es necesario realizar el proceso de normal-
izacién

El algoritmo del método Monte Carlo para aproxi-
mar u consiste en lo siguiente: Para conocer el valor
de solucién v en un nodo (7, j) de la region, se larga
una particula desde ese nodo y se la hace evolucionar
de acuerdo a las direcciones y probabilidades de tran-
sicion calculadas, hasta que choca con la frontera de
la regién 5, almacenédndose el valor del dato de fron-
tera en ese punto. Se repite este procedimiento para
una gran cantidad de particulas, y se estima el valor
de u(; ;) como el promedio de esos valores. Grafica-
mente se muestra a continuacién paseos aleatorios
en regiones rectangulares y circulares respectiva-
mente.

4.1. Condiciones de Frontera

Si una particula simulada llega a una frontera que
tiene Condiciones de Contorno de Dirichlet o Condi-
ciones Iniciales, termina el paseo aleatorio de la
misma. Pero no sucede lo mismo cuando la particula
llega a una frontera que tiene Condiciones de Con-
torno de Neumann, en este caso se debe desarro-
llar el gradiente en diferencias finitas centrada en
la frontera.

Ou Uity = Ui-1,)
ox 2Ax
Donde U;1; ;) estd fuera de la region. Si el gra-

diente es igual a cero entonces se tiene U(; ;1 ;) =
Ugi-1,5) que puede ser reemplazado en la ecuacién

5 Dependiendo de la condicion de frontera; Dirichlet, Neumann
o Condiciones Iniciales la particula termina o continia el paseo
aleatorio
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Condicion Inicial
Condicion Estable
Analiico (Sarie Fourier)
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Condicion Estable

100 T T T

Condicion Inicial
Condicion Estable
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F1G. 1.— Solucién de la Ecuacién del Calor Analitica y por Monte
Carlo

que lleva las probabilidades de transicién para
generar una nueva ecuacion, que se utiliza cuando
la particula llega a esta frontera.

4.2. Comparacion de resultados

Se compara soluciones obtenidas por este método
con soluciones analiticas de problemas que tienen
condiciones de Dirichlet, Neumann e Iniciales.

e En la Fig. (1) se muestra la solucion de la
Ecuacion del Calor unidimensional para diez
instantes de tiempo.

e En la Fig. (2) se muestra la solucion de la

Ecuacion de Laplace bidimensional.

Comparando la solucién Analitica con el Método de
Montecarlo para 100, 1000 y 10000 particulas en am-
bos casos.

5. LA ECUACION DE LAPLACE

Se resuelve la Ecuacion de Laplace, Ec. (8), en co-
ordenadas rectangulares para una region irregular
en el plano, ver Fig. (3).

Viu=0 8

Entonces u = u, ,). El problema tiene condiciones
de contorno de Dirichlet y Neumann que se listan a
continuacién.

U(z,0) = 60 (6<z<8) V(12 <z <14)
8”(;7’;'”=0 (8<z<12)A(y=0)
Uz, 6) = 100 6<z<9

Uz, 12) =0 0<z <12

u(o,y) = 1004/1 — (y?_g)Q 6<y<12

u(e,y) = 100 6 <y <12

U(z,y) =0 0<z<6)A(0<y<6)
U(z,y) =0 (O<z<IYA(0<y<6)

Para desarrollar la Ecuacion de Laplace en dife-
rencias finitas, se reemplaza el Laplaciano en coorde-
nadas rectangulares para una region irregular, que
es la Ec. (3), en la Ec. (8).

2b U(i+1,j) + 2a U('L'fl,j) i 2dU(,LJ+1) + 2CU(i7j,1)
ab(a +b) cd(c+d)
1 1
(ab + cd> Uiy 0

Luego, segin la definicion se procede a despejar el
término central U, ;.

bed acd
Uiy — " Uiy — U
(4,9) (a + b)(ab + cd) (i+1,5) T (a + b)(ab + cd) (i—1,5)
abd abc

. y. . IR § S
T T D@t ed) Y T T d)(ab ted) Y

En el cual se tiene, cuatro direcciones de tran-
sicion: U(’i+1.,j)? U('L'fl,j)? U(i,j+1) y U(,L'ﬁjfl), entonces
el paseo aleatorio se realiza en el plano, donde las
condiciones de contorno son los bordes de la region
plana, ver Fig. (3). Y las probabilidades de transicion
a esas direcciones son los valores de sus respectivos
coeficientes.

5.1. Resultados

Los resultados obtenidos se  presentan
graficamente para dos situaciones fisicas distin-
tas:
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Analifico (Sarie de Fourier) T T T T T T T T T T T T T T T
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F1G. 3.— Dimensiones espaciales de la region plana irregular.
iz También se muestran tres paseos aleatorios

o M e Mm@ O
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Mot Carke (1000 pariculss)

o
&
& F1G. 4.— Se muestra la solucién de la Ecuacién de Laplace para
4 una Membrana eldstica delgada estacionaria
z
g T T T T T T T
B T 11 100
il i 155 a0
(=1v]
- 4 &
40
Momis Carlo (10000 pariiculss: L
oma [ paniculz) g i 4 B 50
B :
L 1P o
iy - 4 2
I iz B | g
i i i i [] i i i

o 2 4 B & 10 12 14

F1G. 5.— Se muestra la solucién de la Ecuacién de Laplace para
la Temperatura estacionaria en una placa delgada

o Mmoo+ @ o O

1. Una membrana eldstica delgada estacionaria.
Que es deformada en los bordes segun las
condiciones de contorno dadas, ver Fig. (4).

F1G. 2.— Solucién de la Ecuacién de Laplace Analitica y por 2. La temperatura estacionaria en una placa del-
Monte Carlo
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F1G. 6.— Dimensiones espaciales de la region plana circular reg-
ular. También se muestran tres paseos aleatorios

F1G. 7.— Se muestran tres paseos aleatorios realizados en la
regién discretizada del problema (volumen cilindrico).

gada. Los bordes estan a temperaturas segun
las condiciones de contorno, ver Fig. (5).

6. LA ECUACION DEL CALOR

Se resuelve la Ecuacion del Calor, Ec. (9), en coor-
denadas polares para una region circular regular en
el plano, ver Fig. (6).

10u

Viu=—-—

K Ot

Entonces u = u, 4. La condicion Inicial mas las
condiciones de contorno de Dirichlet y Neumann que

9

tiene el problema se listan a continuacion.

u(,w,,t) =100 t=20
400 3
U(2,4,¢) = gﬁb 0<o< il
400 3 3
W(2,p,t) = 200 — gé Zﬂ— < ¢ < 57}'

2
¢—gm 3
Uer, 1) = 100 1—< — 0<o<gm

'Zﬂ'
Ou(p,g,1) _ _
Uy, 37 1y =0 2<p<T
1
Ua,p,) =0 JTSosm
1
U(5,¢,t) = 0 571' <o<T
Up,z,0) =0 4<p<b
U(p,m,t) = 0 4<p<h

La Ec. (2) es el desarrollo de la parte espacial de
la Ecuacion del Calor, y de la parte temporal, es la
Ec.(10).

Ou _ Uijm = Uligk-1)
ot At

Por tanto, reemplazando la Ec. (2) y Ec.(10) en la
Ec.(9), se obtiene el desarrollo en diferencias finitas
de la Ecuacién del Calor.

(10)

Ulit1,5.k) + <1 _ 1) Uii—1,j,k)

(Ap)? i) (Ap)?

Uik T UG L
(Ap)2(iAp)? PN (4,5,k—1)
1 1 2 (Ap)?
__ = |9_Z At -
(Ap)? { i (iAg)? + A | Veam =0

Realizando los siguientes cambios de variable para
una mejor manipulacion:

. E O
T YT Gagr 0T
Se procede a despejar el término central U ;1
segun la definicion.

e U n a(l —7)
T+a@+28—~) CHBER T 102128 — )
af af

[ O § PP
+ 1+a(2+28—7) (,4+1,k) T
1
- Uuia
T+al2+28—7) (4,5,k—1)

Utijky = Uti=1.5.k)

[ SO
T+a2t28—~) 9780

En el cual se tiene, cinco direcciones de transicion,
cuatro eSpaCialeS: U(i+1,j,k)7 U(i*l.’j,k)a U(i,j+1,k)?
Ui,j—1,k) y una temporal U, ; ;—1). La direccion tem-
poral hace que el paseo aleatorio se realice en un
volumen cilindrico, ver Fig. (7), donde las superficies
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e)

F1G. 8.— Se muestra la solucién de la Ecuacién del Calor de una regién plana circular regular para seis instantes de tiempo consecu-
tivamente, posteriores a la condicién inicial. La paleta de colores muestra el rango de temperatura de 0 a 100.

oB&EBER

a)

F1G. 9.— Solucién de la Ecuacién de Laplace en coordenadas polares para una regién plana circular regular. El inciso a) muestra la
temperatura estacionaria en una placa delgada. El inciso b) muestra a una membrana elastica delgada estacionaria.
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laterales son las condiciones de contorno y la super-
ficie inferior es la condicién inicial.Y las probabili-
dades de transicion a esas direcciones son los valores
de sus respectivos coeficientes.

6.1. Resultados

Los resultados obtenidos son presentados
graficamente mediante seis instantes de tiempo
consecutivos, posteriores a la condicién inicial, ver
Fig. (8). El primer inciso de la grafica muestra
que predominan las Condiciones Iniciales en un
comienzo, mientras que el ultimo inciso, muestra a
las Condiciones de Contorno como predominantes.

Finalmente, en un tiempo relativamente largo, solo
sobrevive la informacién de las condiciones de con-
torno y la informacion de las condiciones iniciales
desaparece totalmente. Entonces los resultados de
la Ecuacion del Calor deben desembocar en los re-
sultados de la Ecuacion de Laplace al transcurrir el
tiempo.

Entonces para fines comparativos, se obtiene la
solucién de la Ec. (11), que es la Ecuacién de Laplace
para este problema, cuyos resultados se muestran en
la Fig. (9).

Observando la Fig. (8) y la Fig. (9), se puede com-
probar, que en un tiempo relativamente largo, el pro-
ceso de difusion del calor se detiene llegando a un
estado estacionario.

7. CONCLUSIONES

El método Monte Carlo aplicado para resolver
EDP’s es destinado especialmente para las ecua-
ciones Elipticas y Parabdlicas, porque estas modelan
fenomenos que inducen un proceso de achatamiento
o promediado, donde las ecuaciones de Laplace y del
Calor abordados en este trabajo son un buen ejemplo
de este tipo de EDP’s.

La eficacia del método se comprueba al com-
parar resultados en problemas que tienen soluciones
analiticas, obteniéndose buena aproximacién a me-
dida que se aumenta el numero de particulas en las
simulaciones. Por tanto se aplica el método con la se-
guridad de obtener buenos resultados en problemas
que tienen regiones no muy simétricas los cuales no
tienen una solucién analitica.

Por otra parte, en este trabajo se resolvieron pro-
blemas que tienen dos dimensiones espaciales, tanto
en la Ecuacién de Laplace como en la Ecuacién del
Calor. Pero el método se puede extender a tres di-

@ n 10u 1 &u —0 (11) mensiones espaciales sin ninguna dificultad en am-
0p2  pdp  p? 0> bos casos, porque lo tinico que cambia es, el aumento
en una dimension de la region discretizada en el cual
se realiza el paseo aleatorio.
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