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Inmersi�on en Hiperubos(Cubos n-dimensionales)Riarda TolaUniversidad Aut�onoma Tom�as Fr��asPotos��, Boliviae-mail: ritopa�hotmail.omResumenEn la omputai�on paralela, la arquitetura �optima depende del algoritmo di-se~nado para resolver un problema onreto. Una arquitetura de �arbol puede serideal para resolver el problema X, mientras para el problema Y la malla pue-de ser la mejor. Por tanto, para resolver estos dos problemas, se requerir��an dosomputadoras paralelas on dos distintas arquiteturas. En este art��ulo se pre-senta un algoritmo, basado en la estrategia llamada de inmersi�on estrita, parasumergir �arboles en hiperubos, lo que permite \traduir" los algoritmos dise~nadospara trabajar sobre la primera arquitetura, para que se puedan ejeutar sobre lasegunda.Palabras lave: Programai�on paralela, hiperubos, estrategia de inmersi�onen grafos.1. Introdui�onEn las �ultimas d�eadas, hemos asistido al reimiento ontinuo de las apaidades yrendimiento de los sistemas de �omputo debido a dos tipos de ambios: tenol�ogios yarquiteturales. Dentro de los ambios arquiteturales, el m�as destaado es, sin lugar adudas, la aparii�on de las omputadoras paralelas.La programai�on paralela involura muhos aspetos que no se presentan en la pro-gramai�on onvenional (seuenial). El dise~no de un programa paralelo tiene que onsi-derar, entre otras osas, el tipo de arquitetura sobre el ual se va a ejeutar el programa,las neesidades de tiempo y espaio de la apliai�on, el modelo de programai�on paralelaadeuado para implantar la apliai�on y la forma de oordinar y omuniar diferentesproesadores para que trabajen juntos en la resolui�on de un problema. En uanto a lasdiferentes arquiteturas, las m�as freuentes son la malla bidimensional (grid), el �arbol yel hiperubo o ubo n � dimensional. Todas ellas son asos partiulares de grafos, u-yos v�erties representan los proesadores y uyos ejes representan las onexiones f��siasentre ellos, por lo que la teor��a general de grafos es muy �util en su estudio.Si se tiene un algoritmo paralelo dise~nado para una ierta arquitetura, por ejemplode malla, y se dispone de una m�aquina on otra arquitetura, digamos de hiperubo,Ata Nova; Vol. 2, NÆ3, diiembre 2003 � 390



\tola"2004/6/7page 391i i ii

i i ii

Ata Nova; Vol. 2, NÆ3, diiemdre 2003 Art��ulos Cient���os � 391para ejeutarlo, se debe seleionar una subred (o subgrafo) del hiperubo que onstituyauna malla y ejeutar el algoritmo s�olo en los proesadores que omponen la subred, sinneesidad de modi�arlo. Este proeso se onoe omo inmersi�on de la malla en elhiperubo.Los hiperubos, o ubos n � dimensionales, son utilizados en muhos algoritmosparalelos por sus ventajas a la hora de enviar mensajes entre proesadores en el menortiempo posible, por ello en la presente propuesta se ha tomado omo la arquiteturadestino para la inmersi�on de �arboles binarios ompletos (CBT ), que son estruturasbidimensionales y, por tanto, m�as simples y m�as omprensibles.Las m�aquinas paralelas onstan de varios proesadores interonetados entre s�� me-diante una red �ja a trav�es de la ual interambian la informai�on neesaria para laejeui�on de los programas. Un omputador paralelo puede de�nirse entones omo un\onjunto de proesadores de apaidades omparables, ooperando en la ejeui�on deuna tarea, bajo el ontrol de un �unio sistema operativo, en el que se ejeuta m�as de un�omputo al mismo tiempo en varios proesadores" [1℄.Partiendo del heho que un omputador paralelo se puede reduir a un onjuntode elementos que ooperan para lograr un �n om�un, es evidente que ha de existir unmedio, la red de interonexi�on, que failite el interambio de informai�on. Una red deinteronexi�on est�atia es aquella uya topolog��a (anillo, malla, �arbol, hiperubo, et...)queda de�nida y estableida durante la onstrui�on de la m�aquina paralela [3℄.2. De�niionesTopolog��a �arbolLos �arboles son grafos no direionados, a��lios y onetados. Si se elige un nodopara distinguirlo y llamarlo ra��z, se die que el �arbol est�a enraizado. Los �arboles en-raizados onstituyen una lase muy importante de grafos para la omuniai�on, por suestrutura jer�arquia, en la que se tiene omo prinipal al v�ertie ra��z, mientras todoslos dem�as son sus \desendientes". A los v�erties que est�an a distania 1 de la ra��z selos onoe omo sus hijos y se die que la ra��z es su padre. Esta relai�on se extiendea todos los v�erties del �arbol. S�olo la ra��z no tiene padre y los v�erties que no tienenhijos se llaman v�erties o nodos hoja. Se onoen omo nodos interiores a los que tienenpadre y al menos un hijo. El nivel de un nodo es el n�umero de nodos del amino quelleva desde �este hasta la ra��z (sin inluirse a s�� mismo). La altura de un �arbol es elm�aximo de los niveles presentes en �el o -si se pre�ere- la m�axima de todas las distaniasentre la ra��z y los nodos hoja.En un �arbol binario ompleto (CBT por sus siglas en ingl�es), los nodos interiorestienen exatamente dos hijos (hijo izquierdo e hijo dereho) y todos los nodos hojaest�an al mismo nivel. Un BCT de altura k se onoe omo BCTk y puede de�nirsereursivamente de la siguiente manera:De�nii�on 1. Un BCTk onsta de Ra��z, sub�arbol izquierdo y sub�arbol dereho. LaRa��z es un v�ertie y los sub�arboles izquierdo y dereho son �arboles binarios ompletosde altura k � 1. Si k = 0, el BCT0 onsta de un solo v�ertie que ser�a la ra��z.Seg�un esta de�nii�on, es f�ail onstruir el BCTk a partir de un v�ertie v y de dosBCTk�1, haiendo que la ra��z del primer BCTk�1 sea el hijo izquierdo de v y la ra��zdel segundo BCTk�1 sea el hijo dereho de v.
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392 � Riarda Tola: Inmersi�on en hiperubosLas propiedades que presentan los �arboles binarios ompletos de altura k (CBTk) son:N�umero de nodos: 2k+1 � 1Profundidad: kDi�ametro: 2kAnho de bisei�on: 1N�umero m�aximo de ejes por nodo: 3En el presente ampo, se utiliza la siguiente forma de nombrar los nodos de una�arbol binario ompleto:
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35 36 37Figura 1: �Arbol binario de nivel 3, CBT3Para la presente propuesta se requiere reorrer el CBT , visitando sistem�atiamentetodos los nodos del �arbol. De las varias formas de reorrido de �arboles, que di�erensolamente en el orden en que se visitan los nodos, se ha elegido el reorrido pre-orden,que se de�ne mediante una simple regla reursiva.: \visitar la ra��z, despu�es el sub�arbolizquierdo y a ontinuai�on el sub�arbol dereho".Topolog��a hiperubo (ubo n{dimensional)De�nii�on 2. El hiperubo se de�ne reursivamente en t�erminos del produto arte-siano de grafos omo sigue: Qn = � K2 si n=1Qn�1K2 si n > 0donde Kn es el grafo ompleto de orden n.Tambi�en en este aso, a partir de dos hiperubos de dimensi�on k�1, Qk�1, se puedeonstruir un hiperubo de dimensi�on k, Qk, enlazando on un eje ada v�ertie del primerhiperubo on un v�ertie del segundo hiperubo.Seg�un la de�nii�on de grafos isomorfosDos grafos G1 y G2 son grafos isomorfos, si existe una funi�on biyetivaf : V (G1)! V (G2), tal que, si (vi; vj) 2 E(G1), (f(vi); f(vj)) 2 E(G2).
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Ata Nova; Vol. 2, NÆ3, diiemdre 2003 Art��ulos Cient���os � 393un ubo n� dimensional Qn podr��a de�nirse tambi�en de la siguiente manera:De�nii�on 3. Un hiperubo es isomorfo a un grafo G on 2n v�erties, ada uno delos uales est�a etiquetado on una adena de n-d��gitos binarios, de manera tal que dosnodos son adyaentes si y solamente si sus adenas orrespondientes var��an en un solod��gito.
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10 Figura 2: Hiperubos de dimensiones 1, 2 y 3Las propiedades fundamentales de los ubos n� dimensionales son:El n�umero de v�erties de Qn es 2n.El n�umero de ejes de Qn es n2n�1.Qn es un grafo regular de grado n.Qn es un grafo bipartito.Qn es un grafo hamiltoniano on iruito para n�2.El di�ametro de Qn es n.Qn es un grafo onetado.Anho de bisei�on es 2k�1 [3℄.Las propiedades de los hiperubos los onvierten en una buena opi�on para onsti-tuirse en la arquitetura preferida de las m�aquinas paralelas de �nes generales:1. El heho de que Qn pueda ser de�nido reursivamente omo el produto, Qn =Qn�1K2, sugiere que un hiperubo puede utilizar la estrategia dividir-y-vener.Ciertos algoritmos, tales omo el Bitoni Sort (Ordenai�on) y el FFT (Transfor-mada R�apida de Fourier) se pueden poner en ejeui�on e�ientemente en una redhiperubo, en la ual los proesadores se omunian s�olo entre pares de adyaentes.2. El heho de que Qn sea homog�eneo (dado ualquier par de nodos p y q, existe unautomor�smo � de Qn para el ual � (p) = q) permite que los algoritmos seanesritos de tal manera que, si se asume que un ierto nodo tiene un rol asignado,el ubo puede ser despu�es rotado de modo que ualquier otro nodo deseado asumaese papel.3. El heho de que Qn tenga di�ametro n, relativamente peque~no para el n�umero denodos que posee, implia que ning�un mensaje entre dos proesadores arbitrariosneesite reorrer m�as de n puentes de omuniai�on (proesadores intermedios).
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394 � Riarda Tola: Inmersi�on en hiperubos4. La difusi�on (un nodo env��a la misma informai�on a todos los dem�as), que es unaoperai�on ruial, puede ser implementada en n pasos, a trav�es de la omuniai�onparalela onoida omo \doblando reursivamente".5. El heho de que Qn sea n-onetado sugiere que la red tenga un alto grado detolerania a fallas.Un aspeto importante del uso e�iente de un sistema hiperubo para resolver unproblema dado, es que la asignai�on de subtareas a los distintos proesadores suponeostos de omuniai�on bajos. Las subtareas y sus requisitos de interomuniai�on sepueden modelar por un grafo y la asignai�on de �estas a los proesadores son vistos omouna inmersi�on del grafo de las tareas en el grafo de la red hiperubo.3. Inmersi�on estrita en grafosDe�nii�on 4. Una inmersi�on (estrita) de un grafo G = (V;E) en un grafoG0 = (V 0; E0), es una apliai�on � : G  G' que onsiste en dos apliaiones:�V : VG ! VG0 , inyetiva, (si u 2 VG, entones �V (u) 2 VG0 ) y�E: EG ! EG0 , que hae orresponder a ada eje (u; v) 2 EG un eje (�V (u);�V (v))2 EG0 .De�nii�on 5. Un grafo G se llama �ubio, si para alg�un n, existe una inmersi�on de Gen Qn y la dimensi�on �ubia de G, denotada por d(G), es el menor entero positivo npara el ual G se puede sumergir en Qn.Los investigadores I. Havel y J. Mor�avek (itados en [2℄) han demostrado que ungrafo G onetado es inmersible en Qn si y s�olo si es posible etiquetar todos los ejes deG on un entero i 2 a f1; 2; :::; ng de tal manera que umplan las siguientes ondiiones:i) Los ejes inidentes en un nodo tienen etiquetas diferentes.ii) Para todo amino no ��lio enG, existe una etiqueta i que pertenee a f1; 2; :::; ng,que aparee en el amino un n�umero impar de vees.iii) Para todo amino ��lio de G, ninguna etiqueta i que pertenee a f1; 2; :::::; ngaparee en el amino un n�umero impar de vees.Sobre esta base se demuestra, por ejemplo, que el grafoK1;m (llamado grafo estrella)de m+1 nodos es �ubio y d(K1;m) = m, por tanto K1;m es sumergible en Qm. En la�gura 3 se ve un grafo K1;4 inmerso en un Q4.4. Estrategia de inmersi�on estritaA ontinuai�on, se presenta la estrategia propuesta para una inmersi�on espe���a deun �arbol binario ompleto de altura n (CBTn) en un ubo (n+2)�dimensional Qn+2.En primer lugar se debe determinar que el �arbol CBTn es inmersible en el ubo(n+ 2)� dimensional Qn+2;; , en base a las bases expliadas en el apartado anterior:
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Ata Nova; Vol. 2, NÆ3, diiemdre 2003 Art��ulos Cient���os � 395
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Figura 3: El grafo K1;4 es inmersible en Q41Æ Asignar etiquetas a los ejes de CBTn de forma tal que umplan las ondiionesenuniadas en la sei�on 3, para determinar la existenia del k m��nimo que indiala dimensi�on del ubo k � dimensional Qk, en el que se va a sumergir el �arbol.En segundo lugar hay que ver �omo puede sumergirse el �arbol en el hiperubo:2Æ Asignar etiquetas a los ejes del ubo (n+ 2) dimensional Qn+2 , y3Æ Construir la funi�on de inmersi�on �.La �gura 4 muestra que el �arbol binario ompleto de nivel 2, CBT2 es inmersible enel ubo 4� dimensional Q4, esto es CBT2 es �ubio y d(CBT2) = 4, ya que no podr��asumergirse en el hiperubo de dimensi�on 3.Algoritmo de inmersi�on estritaDados el grafo CBTn y el ubo (n+ 2)� dimensional Qn+2;1Æ Etiquetar los ejes del �arbol CBTn.Sea v la ra��z de un sub�arbol ualquiera de CBTn en el nivel m, (0 � m � n) ysean l(v) y r(v) los hijos izquierdo y dereho de la ra��z v. Etiquetar, los ejes queonetan v on sus hijos:Etiq (v,r(v)) = n�m+ 2 y Etiq (v; l(v))= n�m.El etiquetado del �arbol CBTn umple on las ondiiones enuniadas en la sei�on3. Esta aseverai�on se demuestra por indui�on a partir de k = 1.
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396 � Riarda Tola: Inmersi�on en hiperubos
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Figura 4: El �arbol CBT2 es inmersible en Q4
1 3Figura 5: �Arbol CBT1 etiquetadoPruebaSup�ongase ierto para un �arbol CBTk , on k = m�1. Un �arbol CBTk on k = m,es onstituido por dos sub�arboles CBTk�1, uyas ra��es ser�an los hijos izquierdo(l(v)) y dereho (r(v)) de un nuevo v�ertie v, onetados por dos ejes que deber�anser etiquetados.

v

1(v) r(v)

Figura 6: �Arbol CBTn enraizado en el v�ertie v.Sean los ejes etiquetados omo: (v; r(v)) = n�0+2 = n+2 y (v; l(v)) = n�0 = n:El sub�arbol uya ra��z es r(v), umple on las ondiiones de la sei�on 3 (porhip�otesis de indui�on), y la etiqueta de (v; r(v)) = n + 2 es un valor nuevo queno se repite en todo el �arbol, por lo que, ualquier amino nuevo (que ontenga a
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Ata Nova; Vol. 2, NÆ3, diiemdre 2003 Art��ulos Cient���os � 397este eje), umple todav��a las ondiiones estipuladas.Ahora bien, el eje (v; l(v)) = n podr��a ontradeir a las ondiiones requeridas;sin embargo este valor, por el algoritmo de etiquetado, se presenta en el nivel 2 unn�umero par de vees, ya que el �arbol es binario ompleto, on lo que se garantizael umplimiento de las ondiiones menionadas.
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31311 3Figura 7: �Arbol CBT4 etiquetado.2Æ Etiquetar los ejes del Qn+2.Para etiquetar los ejes de Qn+2, ada nodo debe ser representado por una adenade (n + 2) bits, de manera que el eje inidente a 2 nodos pueda ser enumerado(etiquetado) por la posii�on en que di�eren las respetivas adenas, lo que onduea que los ejes inidentes a un nodo se etiqueten desde 1; 2; 3; :::; n+ 2.3Æ Construir la funi�on de inmersi�onPara onstruir la funi�on de inmersi�on, los nodos de Qn+2, son representados omouna adena de (n+ 2) bits. Sea el reorrido del �arbol CBTn en pre� orden.La imagen de la ra��z puede ser asignada a ualquier nodo del ubo Qn+2.Para determinar la imagen del v�ertie v a ser visitado, se debe:i) Identi�ar la imagen de su padre (que ya fue determinado), es deir, g(v) = qique pertenee a Qn+2.ii) Identi�ar la etiqueta de v on su padre, e(v).iii) Identi�ar qj , nodo adyaente a qi, que di�ere de los bits de este, en laposii�on e(v) (diho nodo es �unio por las propiedades de Qn+2).
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398 � Riarda Tola: Inmersi�on en hiperubos
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Figura 9: CBT3 inmerso en Q5.iv) g(v) = qj .5. Conlusiones1. El algoritmo de inmersi�on estrita desarrollado, sumerge un �arbol binario om-pleto en un hiperubo, ya que umple las ondiiones que Livinstone y Soutdemostraron su�ientes. Esto permite traduir los algoritmos reados para la ar-quitetura de �arbol binario ompleto a algoritmos que funionen sobre topolog��ade hiperubo.2. El heho de que algunos miembros de varias lases importantes de grafos pue-dan verse omo subgrafos de Qn sugiere que los hiperubos pueden omportarseomo esas lases ellos sin un aumento onsiderable de reursos, si los algoritmosdise~nados para esta arquitetura se pueden adaptar f�ailmente al hiperubo.Referenias[1℄ V. Kumar, A. Grama, A. Gupta, y G. Karypis. Introdution to Parallel Computing.Benjamin Cummings Publishing Co., Redwood City, California, 1994.[2℄ M. Livingston y Q. F. Stout. Embeddings in hyperubes. Mathematial and Com-putational Modelling, 11:222{227, 1988.[3℄ Riarda Tola P. Un estudio sobre ubos n- dimensionales. Tesis de Lieniatura,Universidad Aut�onoma Tom�as Fr��as, 1999.[4℄ Riarda Tola P. Inmersi�on en hiperubos. Tesis de maestr��a, Universidad Aut�onomaTom�as Fr��as, 2002.[5℄ Javier Ca~nas R. Apuntes de Computai�on Paralela. Departamento de Inform�atia,utfsm, 1998.[6℄ Robert Sedgewik. Algoritmos en C++. Addison - Wesley de Santos, 1994.


