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Resumen

En este trabajo presentamos una breve panoramica sobre el fenémeno Cadtico
ligado a Sistemas Dindmicos Discretos. Caos, no significa aqui lo mismo que de-
sorden, como en el lenguaje cotidiano, sino orden, pero orden oculto. Asi cuando
decimos que un sistema presenta el fenémeno del Caos determinista o simplemente
Caos, nos referimos a que su evolucién, a pesar de estar totalmente determinada
por las variables que lo describen, no puede predecirse. Se tratard la definicién de
Caos debida a Devaney [5] y algunos resultados en torno a la misma.

1. Ejemplos de Sistemas Dinamicos Discretos

. Que es un sistema dindmico discreto?

Damos dos ejemplos para responder esta pregunta

Ejemplo 1 Si tomamos una calculadora cientifica y usamos la funcidn “cos” repetida-
mente a partir de un valor numérico inicial xo, tenemos la sucesion:

xg, cos (zo) , cos (cos (xg)) , cos (cos (cos (xg))) , cos (cos (cos (cos (20)))) ;- - -

sucesion que en este caso converge el valor 0.739085 para cualquier valor inicial de xy,
este proceso iterativo es un ejemplo de sistema dindmico discreto.

Ejemplo 2 Otro ejemplo de sistema dinamico aparece cuando usamos el método de
Newton para aprozimar raices de una ecuacidn f (z) = 0, consideremos la recurrencia,

donde xqg un nimero real

. _ f(=2o)
1 0 (o)
J L C2Y)
? ()
T, = T — (@n 1)
" n I (Tn-1)
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2 - Alvaro Carrasco: Sistemas dindmicos dicretos y caos

sabemos que para algunos xq la sucesion de valores xg,x1, T2, ..., converge a una de las
raices de f ( si las tiene).

Tenemos algunas definiciones en torno a los Sistemas Dindmicos Discretos.

Definiciéon 1 La orbita hacia adelante de x es el conjunto de puntos:

z, f(2), £ (x), £ (2),. ..

donde f* = fo f*~'. Si f es un homeomorfismo' podemos definir las orbitas completas
de x, como el conjunto de los puntos f*(z) paran € Z. El punto x es un punto fijo para
f si f(z) = x. El punto x es un punto de periddico n si 3 n € Z tal que f"(x) = z. El
nimero mds pequenio n para el cual f"(x) = z es llamado el periodo de x. Denotaremos
el conjunto de los puntos periddicos de periodo n por Per,(f). El conjunto de todas las
iteraciones de un punto periddico forma una orbita periddica.

La dindmica de la sucesién {f™(z)}, para un valor inicial z = z¢, se obtiene como
sigue: 1 = f(xo) se obtiene como el punto de corte Py de la grafica de la funcién
y = f(z) con la recta z = zq. Este valor coincide con la abscisa del punto de corte Qg
de la recta paralela al eje z que pasa por Py y la recta y = x. Si por Qo(z1,z1) trazamos
la recta vertical £ = x; y obtenemos el punto de corte P; con la curva dada, resulta
que P, = (z1, f(z1)) = (z1,22). Repitiendo el proceso observamos que los valores z;
pueden ser obtenidos como las ordenadas de los sucesivos puntos P; o como las abscisas
de los puntos @; (ver Figura 1).

flx)

ST
S

Figura 1.

Como lo importante en un sistema dindmico es estudiar sus orbitas, al respecto e
intuitivamente podemos decir que las orbitas convergen o divergen. Sin embargo hay
algo mas: existen algunas funciones para las cuales no se tiene ni convergencia ni diver-
gencia es decir se tiene un comportamiento cadtico, para definirlo tenemos las siguientes
definiciones

1Una funcién es un homeomorfismo si es continua y tiene inversa continua.
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2. Conjugacion Topolégica
Definicién 2 Sea f: A - Ayg: B — B dos funciones, f y g se dicen topoldgicamente
conjugadas si existe un homeomorfismoh : A — B tal que:

h o f =go h

El homeomorfismo h es llamado una conjugacion topoldgica.

La definicién anterior se traduce diciendo que el siguiente diagrama conmuta:
f
A — A
h O h

B 4 B

Las funciones que sean topolégicamente conjugadas son completamente equivalentes en
terminos de su dindmica. Por ejemplo, si f tiene por punto fijo p entonces h(p) es punto
fijo de g, también h da una correspondencia uno-uno entre los puntos periédicos de
periodo n de f denotado por Per,(f) y Per,(g).

Ejemplo 3 Sean las siguientes funciones:

flz)==2z|+1 ze(-1,1)
g(z) =-22>+1 =z €(-1,1)

Dichas funciones son topoldgicamente conjugadas, por medio de la funcidn:

h  (-1,1) = (-1,1)
h(z) = %arcsin(a:)

En efecto:

-1,1) L (-1

2 .
hog(z) = h(g(z)) = = arcsin(—2z> + 1)
T
2
foh(z) = f(h(x))=-2 ‘— arcsin(z)| + 1
T
derivando ambas relaciones se tiene:
1 —4x

4 (hog)a)=2

dz T /1 (=222 +1)2

(o) = 7|z V1 — a2
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_ -4 arcsinz

~ 1/1— 22 |arcsin z|

y como el arcsinz y x tienen el mismo signo en (—1,1) se sigue que % (hog)(z) =
L (foh)(z), finalmente como (ho g) (0) = 2 arcsin(1) = 1 y (f o h) (0) = —2 |% arcsin(0)|+
1 =1 se prueba que hog = f o h. En consecuencia estas funciones tienen la misma
dindmica.

d
T (foh) (@)

Teorema 1 Supongamos que f y g son topolégicamente conjugadas mediante la funcidn
h, entonces:

(i) ho fn =g oh.

(i) Si x es un punto periddico de periodo n de f, entonces h(x) es un punto de periodo
n de g.

(iii) Si f tiene un conjunto denso de puntos periddicos, entonces también lo tiene g.

Prueba:

(i) Usamos induccién sobre n. Como f y g son topolégicamente conjugadas
mediante la funcién h, se tiene ho f = g o h. Supongamos que:

hof”71 — gnfl Oh
Entonces:

ho f"

(hof)of ' =(goh)ofr "=
= go(hof*)=go(9"'oh) =
goh

(ii) Supongamos que x es un punto de periodo n de f, luego f"(z) = =z,
usando el anterior resultado se obtiene:

9"(h(x)) = (9" oh)(x) = (hof")(x) =
= h(f"()) = h(z)

(iii) Se sigue del hecho que h es un homeomorfismo.
Esto completa la prueba. B

3. Breve historia del Caos

“Si conociéramos con exactitud las leyes de la naturaleza y la situacion
del Universo en el momento inicial, podriamos predecir exactamente la si-
tuacion de ese mismo Universo en un momento posterior. Pero ain si fuera
el caso que las leyes de la naturaleza no escondieran ya ningin secreto pa-
ra nosotros, soélo podriamos conocer la situacion aproximadamente. Si eso
nos hiciera capaces de predecir la situacion posterior con la misma aproxi-
macion, eso es todo lo que requerimos, diriamos que el fenémeno ha sido
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predicho, que es gobernado por las leyes. Pero esto mo siempre es posible
ast; puede suceder que pequenas diferencias en la condiciones iniciales pro-
voquen diferencias muy grandes en el fenémeno final. Un pequenio error en
las primeras, produciria un enorme error en el sequndo” .

Este texto fue escrito a principios del siglo pasado por el gran fisico y matematico
Jules Henri Poincaré quien es el verdadero descubridor del fenémeno ahora llamado
Caos. Poincaré gané el premio que ofrecié en 1887 el rey Oscar II de Suecia a quien
pudiera determinar si el Sistema Solar es estable. Para contestar esa pregunta habia
que resolver primero el problema de los tres cuerpos. Poincaré publicé un trabajo en
el que concluye no sélo que el problema de los tres cuerpos no tiene, en general, una
soluciéon mediante las ecuaciones de la mecdnica clasica, sino también que un sistema de
tres cuerpos es extremadamente dependiente de sus condiciones iniciales. Finalmente el
rey decidié darle el premio ofrecido, por su contribucién a la dindmica de los sistemas
complejos.

Pero todos los hallazgos de Poincaré relacionados con el Caos fuerén un poco olvi-
dados. Tuvierén que llegar las computadoras para que los investigadores redescubrieran
lo que él ya habia entrevisto casi un siglo antes.

3.1. Efecto Mariposa

El primer experimentador del caos fue el meteordlogo Edward Lorenz. En 1960 es-
taba trabajando en el problema de predecir el tiempo. Tenia una computadora que
calculaba el tiempo con 12 ecuaciones. La maquina no predijo el tiempo, pero en prin-
cipio predijo como seria el tiempo probablemente.

Un dia, en 1961, Lorenz quiso ver unos datos nuevos. Introdujo los nimeros de
nuevo a la computadora, pero para ahorrar el papel y el tiempo, solo calculé con 3
numeros decimales en vez de 6. Le salieron resultados totalmente diferentes. Lorenz
intenté encontrar la explicacién de eso y asi surgié la teoria del caos. Al efecto que
tienen las diferencias pequeilas e iniciales se le dié el nombre ‘efecto mariposa’ [8].

“El movimiento de una simple ala de mariposa hoy produce un diminuto
cambio en el estado de la atmdsfera. Después de un cierto periodo de tiempo,
el comportamiento de la atmdsfera diverge del que deberia haber tenido.
Asi que, en un periodo de un mes, un tornado que habria devastado la costa
de Indonesia no se forma. O quizds, uno que no se iba a formar, se forma”.

4. Definiciéon de Caos, segiin Devaney

Definicién 3 La funcién f : J — J se dice topolégicamente transitiva si para cada par
de conjuntos abiertos U,V C J existe k > 0 tal que f*(U) NV # 0.

Esta definicién intuitivamente dice que una funcién topolégicamente transitiva tiene
puntos que eventualmente se mueven bajo iteraciéon de una vecindad a otra. Luego el
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sistema dindmico no puede ser descompuesto en dos conjuntos abiertos los cuales sean
invariantes bajo la funcién.

Definicién 4 La funcion f : J — J es sensible a las condiciones iniciales si existe
0 > 0 tal que, para todo x € J y toda vecindad N de x, existe y € N yn > 0 tal que:

| [ (x) = f"(y) |> 6

Intuitivamente una funcién es sensible a las condiciones iniciales si existen puntos
arbitrariamente cercanos a z los cuales se separan de z en al menos d bajo iteracion de

£,

Definicién 5 (Segin Devaney)[5] Sea V un conjunto, f : V — V se dice cadtica en V
i

(i) | es topoldgicamente transitiva.

(i) el conjunto de los puntos periddicos denotado por Per(f) es denso en V.

(iii) f es sensible a las condiciones iniciales.

Nota 1 Observese que en la definicion anterior:

(i) La primera condicidn implica que el sistema no puede ser separado o descompuesto
en trozos que no interactuen entre si.

(ii) La seqgunda condicidn sin embargo, da una cierta reqularidad por existir una gran
cantidad de puntos periédicos.

(#1) La tercera condicion refleja, la impredictibilidad del sistema.

4.1. La rueda hidraulica de Lorenz

Para tener una idea de cémo se verifica un tipico comportamiento caético tenemos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4 [8] Supongamos un par de ruedas unidas por ocho travesarios de los que
cuelgan recipientes con orificios en sus bases, (ver Figura 2). Si la rueda se coloca bajo
una caida de agua se presentan dos casos:

Primero: cuando la intensidad de la corriente es tal que el agua que cae en cada
recipiente es tan escasa que alcanza a drenarse antes de poder ejercer un peso suficiente
para vencer la inercia del sistema y la rueda no se mueve. Sin embargo aumentando
la corriente el recipiente empezara a llenarse puesto que caerd en el recipiente mas
agua de la que escapa por sus orificios y el peso vencerd a la friccién por lo que la
rueda comenzard a girar, note que los recipientes iran perdiendo el agua y subiran
vacios, este comportamiento regular se mantiene dentro de ciertos limites; entonces
existe un intervalo de intensidad de corriente de agua donde el sistema es completamente
explicable.

Segundo: existe una corriente minima y una maxima mas alld de la cual el compor-
tamiento se vuelve cadtico, en efecto si se aumenta la intensidad de la corriente del agua
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la alta velocidad de la rueda impedird que los recipientes tengan el tiempo suficiente
para dos cosas: llenarse bajo el chorro de agua y vaciarse antes de llegar a la parte més
baja de su recorrido. Esto hara que el peso de las cubetas que suben sin haberse vaciado
redusca la velocidad de la rueda hasta detenerla y hacerla girar en sentido inverso, pero
entonces las cubetas del lado opuesto volverdn a tener tiempo para llenarse y haran que
la rueda vuelva a girar en el primer sentido. Asi la rueda girard en uno y otro sentido
sin que sea posible predecir cudndo se producird cada cambio de giro.

Este comportamiento irregular se debe a que una de las variables determinan a las otras,
que a su vez determinan a las unas.

Primer caso Segunde caso

Figura 2.

4.2. La funcidn logistica

Un ejemplo preliminar a la funcién logistica, donde S* denota el circulo unitario, es
decir, S* = {(z,y) € R* /2* + y* = 1}

Ejemplo 5 Sea f: S' — S! definida por f(8) = 26, entonces f es cadtica.

Prueba:

En efecto: como se puede ver la distancia angular entre dos puntos se duplica
en cada iteracién, entonces f es sensible a las condiciones iniciales.

Es topoldgicamente transitiva pues cualquier arco por pequeno que sea en
S' es expandido por algiin f* a cubrir todo S' y en particular cualquier
arco en S*.

La densidad de los puntos periodicos se establece como sigue. Denotamos un
punto en S' por su dngulo medido en radianes y de la forma usual. Entonces
un punto esta determinado por cualquier dngulo de la forma 6 + 27k para
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8 - Alvaro Carrasco: Sistemas dindmicos dicretos y caos

k € Z. Ahora como f(0) = 26, es facil ver f™(#) = 2"6, de manera que 6 es

periddico, de periodo n si y solo si:

2"0 = 6 + 27k

para algun k es decir si y solo si § = 27k/(2"—1) donde 0 < k < 2"y k € Z,
entonces los puntos periédicos de periodo n para f son las (2" —
raices de la unidad y se sigue que el conjunto de puntos periddicos es denso

en S'. W

Se llama funcién logistica a F,,(z) = nz(x — 1), veamos la dindmica de F;, con n = 4

Ejemplo 6 Fy(x) =4x(1 — ) es cadtica en el intervalo I = [0,1]

Prueba:

Sea g(f) = 26 una funcién definida en S' como en el ejemplo anterior:

hi : S'—[-1,1]
hi(#) = cosé

Es decir, hi es exactamente la proyeccién de S' sobre el eje .
Sea q : [-1,1] — [~1,1] definida por q(x) = 22> — 1, entonces tenemos:

hiog(d) = cos(20) =
= 2cos’f—1
= q (o) hl (9)

De manera que h; conjuga g con ¢q. Ahora ¢ es también topoldgicamente

conjugada con Fy por medio de la funcién:

h2 : [_17 1] — [0, ]-]
1
ma(t) = (1-1)
entonces tenemos Fy o ho = ho o g luego se tiene el siguiente diagrama
conmutativo :
St 2 St
hl O hl
[_1= 1] i) [_15 1]
h2 O h2
01 [0,1]

Y se sigue inmediatamente que F} es topoldgicamente transitiva, pues si U
y V son dos intervalos abiertos de I, podemos escojer arcos abiertos U y V
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en S! los cuales se proyectan sobre U y V bajo hy o hi. Puesto que existe k
tal que g*(U) NV # 0, entonces tenemos FF(U) NV # 0.

Para probar la sensibilidad a las condiciones iniciales, denotemos cualquier
vecindad U de & € I proyectada a U en S'. Existe n tal que g"(U) cubre
S', de manera de FJ*(U) cubre I. Entonces hay puntos en U los cuales se
mueven en al menos 6 = 1/2 de z.

Finalmente, la densidad de los puntos peridédicos de g implica que hay un
punto g-periédico en U. La proyeccién de este punto en U es claramente
Fy— periddico.l

En la Figura 3, observamos 500 iteraciones de un punto arbitrario para la funcién
logistica con n = 4, en la cual podemos apreciar su dindmica cadtica en T = [0, 1].

Figura 3.

En lo que sigue las pruebas de los resultados que damos se omiten, sin embargo se
las puede encontrar en las referencias.

5. El Teorema de Sarkovskii

Una primera caracterizacién de una funcién cadtica es debida a Li - York y genera-
lizada por Sarkovskii.
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Figura 5.

Teorema 2 Sea f : R — R continua. Supongamos que f tenga un punto periddico de
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periodo tres. Entonces f tiene puntos periddicos de todos los drdenes.

Definicién 6 Consideremos el siguiente orden de los nimeros naturales:

35> T+ >2-3>2-5>--->22-3>22.5> -
223225 222221 1.

Es decir la primera fila lista todos los nimeros impares excepto el uno, le sigue 2 veces
los impares, 22 veces los impares, etc. Esto agota con todos los niimeros naturales con
excepcion de las potencias de 2 que se las lista al final. Este es el ordenamiento de los
numeros naturales de Sarkovskii.

Teorema 3 (Teorema de Sarkovskii) Supongamos f : R — R continua. Suponga que

f tiene un punto periddico de periodo primo k. Si k > £ en el orden anterior, entonces
f también tiene un punto periédico de periodo £.

6. Sobre la definicién de Caos

Proposicién 1 (Banks, Brooks, Cairns, Davis y Stacey, 1992)[3]Sea X un espacio
métrico perfecto® y f : X — X una funcién continua. Si f es topoldgicamente transitiva
y tiene puntos periddicos densos entonces f es sensible a las condiciones iniciales.
Ejemplo 7 F(z) = 42® — 3z es cadtica en [—1,1].

Prueba:

Consideremos g() = 36 una funcién definida en S*:

hi : S'—[-1,1]
hi(#) = cosb
entonces tenemos:
hiog(f) = cos(36) =
= 4cos’—3cosh =
= Fo hl (9)

Luego se tiene el siguiente diagrama:
St 2 5!
hl O h1

1,1 5 [-1,1]

25 subconjunto de un espacio métrico (X, d) es perfecto si es igual al conjunto de sus puntos limites.
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y entonces F' es topolégicamente conjugada con g y se sigue como en el ejem-
plo 4 que F es topolégicamente transitiva, pues si U y V son dos intervalos
abiertos de [—1, 1], podemos escojer arcos abiertos U y V en S los cuales se
proyectan sobre U y V bajo h;. Puesto que existe k tal que gk(ﬁ) NV #10,
entonces tenemos F¥(U)NV # 0.

La densidad de los puntos periédicos de g implica que hay un punto g-
periédico en U.La proyeccién de este punto en U es claramente F'— periddi-
co. Por la proposicién anterior se sigue que F' es sensible a las condiciones
iniciales y luego es caédtica, ver Figura 4.1

Remarca 1 FEs importante observar que aunque Banks y los otros muestran en la pro-
posicion anterior que las condiciones (i) y (i) implican (iii) no dicen nada respecto a las
otras dos posibles implicaciones, sin embargo estas no se verifican, Asasf y Gadbois[1]
tienen contraejemplos para las mismas.

= (i) y (iii) no implican (ii)

Sea X = S' — {e?7P/1:p,q € Q} es decir X esta formado por los puntos de la
circunferencia unitaria en las cuales se han quitado las raices n — esimas de la
unidad, el valor de la métrica entre dos puntos es la longitud del menor arco que
definen dichos puntos, consideremos la funcién f : X — X definida por f (ew) =
e??? entonces f no tiene puntos periédicos pues por construccién se han quitado
dichos puntos de X y dichos puntos son los candidatos a ser puntos periédicos
como se mostro en el ejemplo 3, pero f es ain topoldgicamente transitiva ya que
cualquier arco es expandido hasta cubrir todo X y asi en particular cualquier otro
arco, por otro lado f es sensible a las condiciones iniciales ya que dados dos puntos
en X, e €' tales que 0 < |§ — ¢| < 7, escogemos un n tal que

2" — ¢| < <2 |G — g
entonces d (f™ (e?), f (e?)) > /2.

= (ii) y (iii) no implican (i)
Sea Y = S x[0, 1], es decir un cilindro, la métrica d es la inducida por el producto
cartesiano, consideremos la funcién g : Y — Y definida por g (e, y) = (™%, y)
entonces g no es topolégicamente transitiva ya que si tomamos U = ST x [0,1/2)
y V =St x (1/2,1] es facil observar que g" (U) = U y como UNV = @, entonces
9" (U)NV = @. Sin embargo g tiene puntos periédicos densos en Y, esto es asi ya
que es suficiente observar que los tenga en la primera componente lo cual ya se

ha establecido, de la misma manera g es sensible a la condiciones iniciales.

Proposicién 2 Sea I un intervalo no necesariamente finito y sea f : I — I continua
y topolégicamente transitiva, entonces los puntos periddicos de f son densos en I y f
es sensible a las condiciones iniciales.

Ejemplo 8 Pruebe que F(z) = 82* — 822 + 1 es cadtica en [-1,1].
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En efecto: la funcién F es topoldgicamente conjugada con g (xz) = 4z via h(z) =
cos (z), luego F es topolégicamente transitiva ya que g lo es, entonces por la anterior
proposicién se sigue que F' es cadtica, el grafico de la dindmica de estd funcién esta en
la Figura 5.

Ejemplo 9 Estudiemos la dindmica del método de Newton a la ecuacidn > +1 =10

El método de Newton da la siguiente relacién de recurrencia para aproximar las
raices de la ecuacién anterior:

como la ecuacién no tiene raices en el conjunto de los nimeros reales, nos preguntamos
sobre la dindmica de la relacién de Newton. La respuesta es: la dindmica es cadtica en
todo R. Es claro que no podia haber sido otra, en la Figura 6 se muestra la dindmica
de la misma.

A

-3

Figura 6.

Formalmente establecemos este resultado como sigue: es facil probar que F es to-
polégicamente conjugada con g(z) = 2w, via h(z) = cot (), donde h : S* — {0} — R,
entonces como g es topolégicamente transitiva, F' lo es y por una segunda aplicacién de
la proposicién anterior concluimos la justificacién sobre el comportamiento cadtico de
F en todo R.
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7. Tendencias

Hasta ahora parecia que al estallar el caos, no somos capaces de hacer nada, el
avién empieza a moverse raro y la catastrofe es inevitable. El corazén empieza a pulsar
rdpidamente y sin ayuda inmediata, ocurre lo peor ...

Las investigaciones nuevas muestran que si hay esperanzas de “domesticar” el caos[10].

Edward Ott, Ceslo Grebogi (fisicos) y James A. Yorke (matemaético) elaborarén un algo-
ritmo matematico con el que un caos puede ser transformado en procesos sencillos. Por
ejemplo en el experimento de A. Garfinkel de la Universidad de California se logré trans-
formar el movimiento cadtico de un corazén sacado de un conejo en un movimiento
regular. Obviamente el uso de eso en medicina significaria un avanze enorme.

La idea es que no hace falta comprenderlo todo sobre el movimiento cadtico para
regularlo. El algoritmo Ott-Grebory-Yorke mira continuamente que “direccién” tiene el
proceso, y con perturbaciones pequenas se logra que esté de nuevo en el “camino” antes
deseado. Naturalmente aqui no termina la vigilia del sistema, porque despues el caos
aparecera de nuevo. Yorke dice que el método es como ayudar a andar a un elefente
con un palito.

8. Conclusiones

Un fendmeno cadtico se caracteriza por la impredictibilidad del mismo, una dindmica
incapaz de ser descompuesta en partes que no interactien entre si y finalmente una
cierta regularidad por existir una gran cantidad de puntos periédicos, esta cantidad
de puntos peridédicos nos muestra una faceta imprevista, pues caos no significa aqui lo
mismo que desorden, como en el lenguaje cotidiano, sino orden, pero orden oculto. Hay
muchas ideas falsas sobre el caos, divulgadas por peliculas como Parque Jurésico por
ejemplo, segln las cuales la teoria del caos se trate del desorden. Nada podria estar
mas lejos de la verdad. Es cierto que la teoria dice que pequenos cambios pueden causar
cambios enormes, pero no dice que no hay orden absolutamente. Una de las ideas més
importantes es que mientras es casi imposible predecir exactamente el estado futuro
de un sistema, es posible, y ain mds, muchas veces facil modelar el comportamiento
general del sistema. Eso es lo que muestran los atractores. O sea, el caos no es desorden,
mas que nada en ciento sentido podemos decir que es determinista.
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