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Sistemas Din�ami
os Dis
retos y CaosAlvaro Carras
o C.Carrera de Matem�ati
asUniversidad Mayor de San Sim�onResumenEn este trabajo presentamos una breve panor�ami
a sobre el fen�omeno Ca�oti
oligado a Sistemas Din�ami
os Dis
retos. Caos, no signi�
a aqu�� lo mismo que de-sorden, 
omo en el lenguaje 
otidiano, sino orden, pero orden o
ulto. As�� 
uandode
imos que un sistema presenta el fen�omeno del Caos determinista o simplementeCaos, nos referimos a que su evolu
i�on, a pesar de estar totalmente determinadapor las variables que lo des
riben, no puede prede
irse. Se tratar�a la de�ni
i�on deCaos debida a Devaney [5℄ y algunos resultados en torno a la misma.1. Ejemplos de Sistemas Din�ami
os Dis
retos>Que es un sistema din�ami
o dis
reto?Damos dos ejemplos para responder esta preguntaEjemplo 1 Si tomamos una 
al
uladora 
ient���
a y usamos la fun
i�on \
os" repetida-mente a partir de un valor num�eri
o ini
ial x0; tenemos la su
esi�on:x0; 
os (x0) ; 
os (
os (x0)) ; 
os (
os (
os (x0))) ; 
os (
os (
os (
os (x0)))) ; : : :su
esi�on que en este 
aso 
onverge el valor 0: 739085 para 
ualquier valor ini
ial de x0;este pro
eso iterativo es un ejemplo de sistema din�ami
o dis
reto.Ejemplo 2 Otro ejemplo de sistema din�ami
o apare
e 
uando usamos el m�etodo deNewton para aproximar ra��
es de una e
ua
i�on f (x) = 0, 
onsideremos la re
urren
ia,donde x0 un n�umero real x1 = x0 � f (x0)f 0 (x0)x2 = x1 � f (x1)f 0 (x1)...xn = xn�1 � f (xn�1)f 0 (xn�1)A
ta Nova; Vol. 2, NÆ2, junio 2003 � 1
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2 � Alvaro Carras
o: Sistemas din�ami
os di
retos y 
aossabemos que para algunos x0 la su
esi�on de valores x0; x1; x2; : : : ; 
onverge a una de lasra��
es de f ( si las tiene).Tenemos algunas de�ni
iones en torno a los Sistemas Din�ami
os Dis
retos.De�ni
i�on 1 La orbita ha
ia adelante de x es el 
onjunto de puntos:x; f(x); f2(x); f3(x); : : :donde fn = f Æfn�1. Si f es un homeomor�smo1 podemos de�nir las orbitas 
ompletasde x; 
omo el 
onjunto de los puntos fn(x) para n 2 Z. El punto x es un punto �jo paraf si f(x) = x. El punto x es un punto de peri�odi
o n si 9 n 2 Z tal que fn(x) = x: Eln�umero m�as peque~no n para el 
ual fn(x) = x es llamado el periodo de x: Denotaremosel 
onjunto de los puntos peri�odi
os de periodo n por Pern(f): El 
onjunto de todas lasitera
iones de un punto peri�odi
o forma una orbita peri�odi
a.La din�ami
a de la su
esi�on ffn(x)g ; para un valor ini
ial x = x0; se obtiene 
omosigue: x1 = f(x0) se obtiene 
omo el punto de 
orte P0 de la gr�a�
a de la fun
i�ony = f(x) 
on la re
ta x = x0: Este valor 
oin
ide 
on la abs
isa del punto de 
orte Q0de la re
ta paralela al eje x que pasa por P0 y la re
ta y = x: Si por Q0(x1; x1) trazamosla re
ta verti
al x = x1 y obtenemos el punto de 
orte P1 
on la 
urva dada, resultaque P1 = (x1; f(x1)) = (x1; x2): Repitiendo el pro
eso observamos que los valores xipueden ser obtenidos 
omo las ordenadas de los su
esivos puntos Pi o 
omo las abs
isasde los puntos Qi (ver Figura 1).

Figura 1.Como lo importante en un sistema din�ami
o es estudiar sus orbitas, al respe
to eintuitivamente podemos de
ir que las orbitas 
onvergen o divergen. Sin embargo hayalgo m�as: existen algunas fun
iones para las 
uales no se tiene ni 
onvergen
ia ni diver-gen
ia es de
ir se tiene un 
omportamiento 
a�oti
o, para de�nirlo tenemos las siguientesde�ni
iones1Una fun
i�on es un homeomor�smo si es 
ontinua y tiene inversa 
ontinua.
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i�on Topol�ogi
aDe�ni
i�on 2 Sea f : A! A y g : B ! B dos fun
iones, f y g se di
en topol�ogi
amente
onjugadas si existe un homeomor�smoh : A! B tal que:h Æ f = g Æ hEl homeomor�smo h es llamado una 
onjuga
i�on topol�ogi
a.La de�ni
i�on anterior se tradu
e di
iendo que el siguiente diagrama 
onmuta:A f�! A?????y h 	 ?????y hB g�! BLas fun
iones que sean topol�ogi
amente 
onjugadas son 
ompletamente equivalentes enterminos de su din�ami
a. Por ejemplo, si f tiene por punto �jo p enton
es h(p) es punto�jo de g; tambi�en h da una 
orresponden
ia uno-uno entre los puntos peri�odi
os deperiodo n de f denotado por Pern(f) y Pern(g):Ejemplo 3 Sean las siguientes fun
iones:f(x) = �2 jxj+ 1 x 2 (�1; 1)g(x) = �2x2 + 1 x 2 (�1; 1)Di
has fun
iones son topol�ogi
amente 
onjugadas, por medio de la fun
i�on:h : (�1; 1)! (�1; 1)h(x) = 2� ar
sin(x)En efe
to: (�1; 1) g�! (�1; 1)?????y h 	 ?????y h(�1; 1) f�! (�1; 1)h Æ g(x) = h(g(x)) = 2� ar
sin(�2x2 + 1)f Æ h(x) = f(h(x)) = �2 ���� 2� ar
sin(x)����+ 1derivando ambas rela
iones se tiene:ddx (h Æ g) (x) = 2� 1q1� (�2x2 + 1)2 (�4x) = �4x� jxj p1� x2
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4 � Alvaro Carras
o: Sistemas din�ami
os di
retos y 
aosddx (f Æ h) (x) = �4�p1� x2 ar
sinxjar
sinxjy 
omo el ar
sinx y x tienen el mismo signo en (�1; 1) se sigue que ddx (h Æ g) (x) =ddx (f Æ h) (x); �nalmente 
omo (h Æ g) (0) = 2� ar
sin(1) = 1 y (f Æ h) (0) = �2 �� 2� ar
sin(0)��+1 = 1 se prueba que h Æ g = f Æ h. En 
onse
uen
ia estas fun
iones tienen la mismadin�ami
a.Teorema 1 Supongamos que f y g son topol�ogi
amente 
onjugadas mediante la fun
i�onh, enton
es:(i) h Æ fn = gn Æ h:(ii) Si x es un punto peri�odi
o de periodo n de f; enton
es h(x) es un punto de periodon de g:(iii) Si f tiene un 
onjunto denso de puntos peri�odi
os, enton
es tambi�en lo tiene g:Prueba:(i) Usamos indu

i�on sobre n: Como f y g son topol�ogi
amente 
onjugadasmediante la fun
i�on h, se tiene h Æ f = g Æ h. Supongamos que:h Æ fn�1 = gn�1 Æ hEnton
es: h Æ fn = (h Æ f) Æ fn�1 = (g Æ h) Æ fn�1 == g Æ (h Æ fn�1) = g Æ (gn�1 Æ h) == gn Æ h(ii) Supongamos que x es un punto de periodo n de f; luego fn(x) = x;usando el anterior resultado se obtiene:gn(h(x)) = (gn Æ h)(x) = (h Æ fn)(x) == h(fn(x)) = h(x)(iii) Se sigue del he
ho que h es un homeomor�smo.Esto 
ompleta la prueba. �3. Breve historia del Caos\Si 
ono
i�eramos 
on exa
titud las leyes de la naturaleza y la situa
i�ondel Universo en el momento ini
ial, podr��amos prede
ir exa
tamente la si-tua
i�on de ese mismo Universo en un momento posterior. Pero a�un si fuerael 
aso que las leyes de la naturaleza no es
ondieran ya ning�un se
reto pa-ra nosotros, s�olo podr��amos 
ono
er la situa
i�on aproximadamente. Si esonos hi
iera 
apa
es de prede
ir la situa
i�on posterior 
on la misma aproxi-ma
i�on, eso es todo lo que requerimos, dir��amos que el fen�omeno ha sido
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ho, que es gobernado por las leyes. Pero esto no siempre es posibleas��; puede su
eder que peque~nas diferen
ias en la 
ondi
iones ini
iales pro-voquen diferen
ias muy grandes en el fen�omeno �nal. Un peque~no error enlas primeras, produ
ir��a un enorme error en el segundo".Este texto fue es
rito a prin
ipios del siglo pasado por el gran f��si
o y matem�ati
oJules Henri Poin
ar�e quien es el verdadero des
ubridor del fen�omeno ahora llamadoCaos. Poin
ar�e gan�o el premio que ofre
i�o en 1887 el rey Os
ar II de Sue
ia a quienpudiera determinar si el Sistema Solar es estable. Para 
ontestar esa pregunta hab��aque resolver primero el problema de los tres 
uerpos. Poin
ar�e publi
�o un trabajo enel que 
on
luye no s�olo que el problema de los tres 
uerpos no tiene, en general, unasolu
i�on mediante las e
ua
iones de la me
�ani
a 
l�asi
a, sino tambi�en que un sistema detres 
uerpos es extremadamente dependiente de sus 
ondi
iones ini
iales. Finalmente elrey de
idi�o darle el premio ofre
ido, por su 
ontribu
i�on a la din�ami
a de los sistemas
omplejos.Pero todos los hallazgos de Poin
ar�e rela
ionados 
on el Caos fuer�on un po
o olvi-dados. Tuvier�on que llegar las 
omputadoras para que los investigadores redes
ubrier�anlo que �el ya habia entrevisto 
asi un siglo antes.3.1. Efe
to MariposaEl primer experimentador del 
aos fue el meteor�ologo Edward Lorenz. En 1960 es-taba trabajando en el problema de prede
ir el tiempo. Ten��a una 
omputadora que
al
ulaba el tiempo 
on 12 e
ua
iones. La m�aquina no predijo el tiempo, pero en prin-
ipio predijo 
omo ser��a el tiempo probablemente.Un d��a, en 1961, Lorenz quiso ver unos datos nuevos. Introdujo los n�umeros denuevo a la 
omputadora, pero para ahorrar el papel y el tiempo, solo 
al
ul�o 
on 3n�umeros de
imales en vez de 6. Le salieron resultados totalmente diferentes. Lorenzintent�o en
ontrar la expli
a
i�on de eso y as�� surgi�o la teor��a del 
aos. Al efe
to quetienen las diferen
ias peque~nas e ini
iales se le di�o el nombre `efe
to mariposa' [8℄.\El movimiento de una simple ala de mariposa hoy produ
e un diminuto
ambio en el estado de la atm�osfera. Despu�es de un 
ierto per��odo de tiempo,el 
omportamiento de la atm�osfera diverge del que deber��a haber tenido.As�� que, en un per��odo de un mes, un tornado que habr��a devastado la 
ostade Indonesia no se forma. O quiz�as, uno que no se iba a formar, se forma".4. De�ni
i�on de Caos, seg�un DevaneyDe�ni
i�on 3 La fun
i�on f : J ! J se di
e topol�ogi
amente transitiva si para 
ada parde 
onjuntos abiertos U; V � J existe k > 0 tal que fk(U) \ V 6= ;:Esta de�ni
i�on intuitivamente di
e que una fun
i�on topol�ogi
amente transitiva tienepuntos que eventualmente se mueven bajo itera
i�on de una ve
indad a otra. Luego el
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6 � Alvaro Carras
o: Sistemas din�ami
os di
retos y 
aossistema din�ami
o no puede ser des
ompuesto en dos 
onjuntos abiertos los 
uales seaninvariantes bajo la fun
i�on.De�ni
i�on 4 La fun
i�on f : J ! J es sensible a las 
ondi
iones ini
iales si existeÆ > 0 tal que, para todo x 2 J y toda ve
indad N de x; existe y 2 N y n � 0 tal que:j fn(x)� fn(y) j> ÆIntuitivamente una fun
i�on es sensible a las 
ondi
iones ini
iales si existen puntosarbitrariamente 
er
anos a x los 
uales se separan de x en al menos Æ bajo itera
i�on def:De�ni
i�on 5 (Seg�un Devaney)[5℄ Sea V un 
onjunto, f : V ! V se di
e 
a�oti
a en Vsi:(i) f es topol�ogi
amente transitiva.(ii) el 
onjunto de los puntos peri�odi
os denotado por Per(f) es denso en V:(iii) f es sensible a las 
ondi
iones ini
iales.Nota 1 Observese que en la de�ni
i�on anterior:(i) La primera 
ondi
i�on impli
a que el sistema no puede ser separado o des
ompuestoen trozos que no intera
tuen entre si.(ii) La segunda 
ondi
i�on sin embargo, da una 
ierta regularidad por existir una gran
antidad de puntos peri�odi
os.(iii) La ter
era 
ondi
i�on re
eja, la impredi
tibilidad del sistema.4.1. La rueda hidr�auli
a de LorenzPara tener una idea de 
�omo se veri�
a un t��pi
o 
omportamiento 
a�oti
o tenemosel siguiente ejemplo:Ejemplo 4 [8℄ Supongamos un par de ruedas unidas por o
ho travesa~nos de los que
uelgan re
ipientes 
on orif��
ios en sus bases, (ver Figura 2). Si la rueda se 
olo
a bajouna 
a��da de agua se presentan dos 
asos:Primero: 
uando la intensidad de la 
orriente es tal que el agua que 
ae en 
adare
ipiente es tan es
asa que al
anza a drenarse antes de poder ejer
er un peso su�
ientepara ven
er la iner
ia del sistema y la rueda no se mueve. Sin embargo aumentandola 
orriente el re
ipiente empezar�a a llenarse puesto que 
aer�a en el re
ipiente m�asagua de la que es
apa por sus ori�
ios y el peso ven
er�a a la fri

i�on por lo que larueda 
omenzar�a a girar, note que los re
ipientes iran perdiendo el agua y subir�anva
ios, este 
omportamiento regular se mantiene dentro de 
iertos l��mites; enton
esexiste un intervalo de intensidad de 
orriente de agua donde el sistema es 
ompletamenteexpli
able.Segundo: existe una 
orriente m��nima y una m�axima mas all�a de la 
ual el 
ompor-tamiento se vuelve 
a�oti
o, en efe
to si se aumenta la intensidad de la 
orriente del agua
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idad de la rueda impedir�a que los re
ipientes tengan el tiempo su�
ientepara dos 
osas: llenarse bajo el 
horro de agua y va
iarse antes de llegar a la parte m�asbaja de su re
orrido. Esto har�a que el peso de las 
ubetas que suben sin haberse va
iadoredus
a la velo
idad de la rueda hasta detenerla y ha
erla girar en sentido inverso, peroenton
es las 
ubetas del lado opuesto volver�an a tener tiempo para llenarse y har�an quela rueda vuelva a girar en el primer sentido. As�� la rueda girar�a en uno y otro sentidosin que sea posible prede
ir 
u�ando se produ
ir�a 
ada 
ambio de giro.Este 
omportamiento irregular se debe a que una de las variables determinan a las otras,que a su vez determinan a las unas.

Figura 2.4.2. La fun
i�on log��sti
aUn ejemplo preliminar a la fun
i�on log��sti
a, donde S1 denota el 
��r
ulo unitario, esde
ir, S1 = f(x; y) 2 R2=x2 + y2 = 1gEjemplo 5 Sea f : S1 ! S1 de�nida por f(�) = 2�; enton
es f es 
a�oti
a.Prueba:En efe
to: 
omo se puede ver la distan
ia angular entre dos puntos se dupli
aen 
ada itera
i�on, enton
es f es sensible a las 
ondi
iones ini
iales.Es topol�ogi
amente transitiva pues 
ualquier ar
o por peque~no que sea enS1 es expandido por alg�un fk a 
ubrir todo S1 y en parti
ular 
ualquierar
o en S1:La densidad de los puntos periodi
os se estable
e 
omo sigue. Denotamos unpunto en S1 por su �angulo medido en radianes y de la forma usual. Enton
esun punto esta determinado por 
ualquier �angulo de la forma � + 2�k para
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8 � Alvaro Carras
o: Sistemas din�ami
os di
retos y 
aosk 2 Z. Ahora 
omo f(�) = 2�, es f�a
il ver fn(�) = 2n�; de manera que � esperi�odi
o, de periodo n si y solo si:2n� = � + 2�kpara alg�un k es de
ir si y solo si � = 2�k=(2n�1) donde 0 � k � 2n y k 2 Z,enton
es los puntos peri�odi
os de periodo n para f son las (2n � 1)esimasra��
es de la unidad y se sigue que el 
onjunto de puntos peri�odi
os es densoen S1: �Se llama fun
i�on log��sti
a a Fn(x) = nx(x�1), veamos la din�ami
a de Fn 
on n = 4Ejemplo 6 F4(x) = 4x(1� x) es 
a�oti
a en el intervalo I = [0; 1℄Prueba:Sea g(�) = 2� una fun
i�on de�nida en S1 
omo en el ejemplo anterior:h1 : S1 ! [�1; 1℄h1(�) = 
os �Es de
ir, h1 es exa
tamente la proye

i�on de S1 sobre el eje x.Sea q : [�1; 1℄! [�1; 1℄ de�nida por q(x) = 2x2 � 1; enton
es tenemos:h1 Æ g(�) = 
os(2�) == 2 
os2 � � 1= q Æ h1(�)De manera que h1 
onjuga g 
on q: Ahora q es tambi�en topol�ogi
amente
onjugada 
on F4 por medio de la fun
i�on:h2 : [�1; 1℄! [0; 1℄h2(t) = 12(1� t)enton
es tenemos F4 Æ h2 = h2 Æ q luego se tiene el siguiente diagrama
onmutativo : S1 g�! S1?????y h1 	 ?????y h1[�1; 1℄ q�! [�1; 1℄?????y h2 	 ?????y h2[0; 1℄ F4�! [0; 1℄Y se sigue inmediatamente que F4 es topol�ogi
amente transitiva, pues si Uy V son dos intervalos abiertos de I; podemos es
ojer ar
os abiertos bU y bV
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uales se proye
tan sobre U y V bajo h2 Æ h1: Puesto que existe ktal que gk(bU) \ bV 6= ;, enton
es tenemos F k4 (bU) \ bV 6= ;:Para probar la sensibilidad a las 
ondi
iones ini
iales, denotemos 
ualquierve
indad U de x 2 I proye
tada a bU en S1: Existe n tal que gn(bU) 
ubreS1; de manera de Fn4 (U) 
ubre I: Enton
es hay puntos en U los 
uales semueven en al menos Æ = 1=2 de x.Finalmente, la densidad de los puntos peri�odi
os de g impli
a que hay unpunto g-peri�odi
o en bU: La proye

i�on de este punto en U es 
laramenteF4� peri�odi
o.�En la Figura 3, observamos 500 itera
iones de un punto arbitrario para la fun
i�onlog��sti
a 
on n = 4, en la 
ual podemos apre
iar su din�ami
a 
a�oti
a en I = [0; 1℄:

Figura 3.En lo que sigue las pruebas de los resultados que damos se omiten, sin embargo selas puede en
ontrar en las referen
ias.5. El Teorema de SarkovskiiUna primera 
ara
teriza
i�on de una fun
i�on 
a�oti
a es debida a Li - York y genera-lizada por Sarkovskii.
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10 � Alvaro Carras
o: Sistemas din�ami
os di
retos y 
aos

Figura 4.

Figura 5.Teorema 2 Sea f : R ! R 
ontinua. Supongamos que f tenga un punto peri�odi
o de
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es f tiene puntos peri�odi
os de todos los �ordenes.De�ni
i�on 6 Consideremos el siguiente orden de los n�umeros naturales:3 B 5 B 7 B � � �� B 2 � 3 B 2 � 5 B � � � B 22 � 3 B 22 � 5 B � � �� � � B 23 � 3 B 23 � 5 B � � � B 23 B 22 B 2 B 1:Es de
ir la primera �la lista todos los n�umeros impares ex
epto el uno, le sigue 2 ve
eslos impares, 22 ve
es los impares, et
. Esto agota 
on todos los n�umeros naturales 
onex
ep
i�on de las poten
ias de 2 que se las lista al �nal. Este es el ordenamiento de losn�umeros naturales de Sarkovskii.Teorema 3 (Teorema de Sarkovskii) Supongamos f : R ! R 
ontinua. Suponga quef tiene un punto peri�odi
o de periodo primo k. Si k B ` en el orden anterior, enton
esf tambi�en tiene un punto peri�odi
o de periodo `:6. Sobre la de�ni
i�on de CaosProposi
i�on 1 (Banks, Brooks, Cairns, Davis y Sta
ey, 1992)[3℄Sea X un espa
iom�etri
o perfe
to2 y f : X ! X una fun
i�on 
ont��nua. Si f es topol�ogi
amente transitivay tiene puntos peri�odi
os densos enton
es f es sensible a las 
ondi
iones ini
iales.Ejemplo 7 F (x) = 4x3 � 3x es 
a�oti
a en [�1; 1℄:Prueba:Consideremos g(�) = 3� una fun
i�on de�nida en S1:h1 : S1 ! [�1; 1℄h1(�) = 
os �enton
es tenemos: h1 Æ g(�) = 
os(3�) == 4 
os3 � � 3 
os � == F Æ h1(�)Luego se tiene el siguiente diagrama:S1 g�! S1?????y h1 	 ?????y h1[�1; 1℄ F�! [�1; 1℄2S sub
onjunto de un espa
io m�etri
o (X; d) es perfe
to si es igual al 
onjunto de sus puntos l��mites.
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12 � Alvaro Carras
o: Sistemas din�ami
os di
retos y 
aosy enton
es F es topol�ogi
amente 
onjugada 
on g y se sigue 
omo en el ejem-plo 4 que F es topol�ogi
amente transitiva, pues si U y V son dos intervalosabiertos de [�1; 1℄; podemos es
ojer ar
os abiertos bU y bV en S1 los 
uales seproye
tan sobre U y V bajo h1: Puesto que existe k tal que gk(bU) \ bV 6= ;,enton
es tenemos F k(bU) \ bV 6= ;:La densidad de los puntos peri�odi
os de g impli
a que hay un punto g-peri�odi
o en bU: La proye

i�on de este punto en U es 
laramente F� peri�odi-
o. Por la proposi
i�on anterior se sigue que F es sensible a las 
ondi
ionesini
iales y luego es 
a�oti
a, ver Figura 4.�Remar
a 1 Es importante observar que aunque Banks y los otros muestran en la pro-posi
i�on anterior que las 
ondi
iones (i) y (ii) impli
an (iii) no di
en nada respe
to a lasotras dos posibles impli
a
iones, sin embargo estas no se veri�
an, Asasf y Gadbois[1℄tienen 
ontraejemplos para las mismas.(i) y (iii) no impli
an (ii)Sea X = S1 � �ei2�p=q : p; q 2 Q	 es de
ir X esta formado por los puntos de la
ir
unferen
ia unitaria en las 
uales se han quitado las rai
es n � esimas de launidad, el valor de la m�etri
a entre dos puntos es la longitud del menor ar
o quede�nen di
hos puntos, 
onsideremos la fun
i�on f : X ! X de�nida por f �ei�� =ei2�; enton
es f no tiene puntos peri�odi
os pues por 
onstru

i�on se han quitadodi
hos puntos de X y di
hos puntos son los 
andidatos a ser puntos peri�odi
os
omo se mostro en el ejemplo 3, pero f es a�un topol�ogi
amente transitiva ya que
ualquier ar
o es expandido hasta 
ubrir todo X y as�� en parti
ular 
ualquier otroar
o, por otro lado f es sensible a las 
ondi
iones ini
iales ya que dados dos puntosen X; ei�; ei� tales que 0 < j� � �j < �; es
ogemos un n tal que2n j� � �j � � � 2n+1 j� � �jenton
es d �fn �ei�� ; fn �ei��� > �=2:(ii) y (iii) no impli
an (i)Sea Y = S1� [0; 1℄; es de
ir un 
ilindro, la m�etri
a d es la indu
ida por el produ
to
artesiano, 
onsideremos la fun
i�on g : Y ! Y de�nida por g �ei�; y� = �ei2�; y�enton
es g no es topol�ogi
amente transitiva ya que si tomamos U = S1 � [0; 1=2)y V = S1� (1=2; 1℄ es f�a
il observar que gn (U) = U y 
omo U \ V = ?; enton
esgn (U)\V = ?: Sin embargo g tiene puntos peri�odi
os densos en Y; esto es as�� yaque es su�
iente observar que los tenga en la primera 
omponente lo 
ual ya seha estable
ido, de la misma manera g es sensible a la 
ondi
iones ini
iales.Proposi
i�on 2 Sea I un intervalo no ne
esariamente �nito y sea f : I ! I 
ontinuay topol�ogi
amente transitiva, enton
es los puntos peri�odi
os de f son densos en I y fes sensible a las 
ondi
iones ini
iales.Ejemplo 8 Pruebe que F (x) = 8x4 � 8x2 + 1 es 
a�oti
a en [�1; 1℄:
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ta Nova; Vol. 2, NÆ2, junio 2003 Apuntes � 13En efe
to: la fun
i�on F es topol�ogi
amente 
onjugada 
on g (x) = 4x v��a h(x) =
os (x) ; luego F es topol�ogi
amente transitiva ya que g lo es, enton
es por la anteriorproposi
i�on se sigue que F es 
a�oti
a, el gr�a�
o de la din�ami
a de est�a fun
i�on esta enla Figura 5.Ejemplo 9 Estudiemos la din�ami
a del m�etodo de Newton a la e
ua
i�on x2 + 1 = 0El m�etodo de Newton da la siguiente rela
i�on de re
urren
ia para aproximar lasra��
es de la e
ua
i�on anterior: F (x) = x2 � 12x
omo la e
ua
i�on no tiene ra��
es en el 
onjunto de los n�umeros reales, nos preguntamossobre la din�ami
a de la rela
i�on de Newton. La respuesta es: la din�ami
a es 
a�oti
a entodo R. Es 
laro que no pod��a haber sido otra, en la Figura 6 se muestra la din�ami
ade la misma.

Figura 6.Formalmente estable
emos este resultado 
omo sigue: es f�a
il probar que F es to-pol�ogi
amente 
onjugada 
on g(x) = 2x; v��a h(x) = 
ot �x2 � ; donde h : S1 � f0g ! R;enton
es 
omo g es topol�ogi
amente transitiva, F lo es y por una segunda apli
a
i�on dela proposi
i�on anterior 
on
luimos la justi�
a
i�on sobre el 
omportamiento 
a�oti
o deF en todo R:
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14 � Alvaro Carras
o: Sistemas din�ami
os di
retos y 
aos7. Tenden
iasHasta ahora pare
��a que al estallar el 
aos, no somos 
apa
es de ha
er nada, elavi�on empieza a moverse raro y la 
at�astrofe es inevitable. El 
oraz�on empieza a pulsarr�apidamente y sin ayuda inmediata, o
urre lo peor . . .Las investiga
iones nuevas muestran que s�� hay esperanzas de \domesti
ar" el 
aos[10℄.Edward Ott, Ceslo Grebogi (f��si
os) y James A. Yorke (matem�ati
o) elaborar�on un algo-ritmo matem�ati
o 
on el que un 
aos puede ser transformado en pro
esos sen
illos. Porejemplo en el experimento de A. Gar�nkel de la Universidad de California se logr�o trans-formar el movimiento 
a�oti
o de un 
oraz�on sa
ado de un 
onejo en un movimientoregular. Obviamente el uso de eso en medi
ina signi�
ar��a un avanze enorme.La idea es que no ha
e falta 
omprenderlo todo sobre el movimiento 
a�oti
o pararegularlo. El algoritmo Ott-Grebory-Yorke mira 
ont��nuamente que \dire

i�on" tiene elpro
eso, y 
on perturba
iones peque~nas se logra que est�e de nuevo en el \
amino" antesdeseado. Naturalmente aqu�� no termina la vigilia del sistema, porque despues el 
aosapare
er�a de nuevo. Yorke di
e que el m�etodo es 
omo ayudar a andar a un elefente
on un palito.8. Con
lusionesUn fen�omeno 
a�oti
o se 
ara
teriza por la impredi
tibilidad del mismo, una din�ami
ain
apaz de ser des
ompuesta en partes que no intera
t�uen entre si y �nalmente una
ierta regularidad por existir una gran 
antidad de puntos peri�odi
os, esta 
antidadde puntos peri�odi
os nos muestra una fa
eta imprevista, pues 
aos no signi�
a aqu�� lomismo que desorden, 
omo en el lenguaje 
otidiano, sino orden, pero orden o
ulto. Haymu
has ideas falsas sobre el 
aos, divulgadas por pel��
ulas 
omo Parque Jur�asi
o porejemplo, seg�un las 
uales la teor��a del 
aos se trate del desorden. Nada podr��a estarm�as lejos de la verdad. Es 
ierto que la teor��a di
e que peque~nos 
ambios pueden 
ausar
ambios enormes, pero no di
e que no hay orden absolutamente. Una de las ideas m�asimportantes es que mientras es 
asi imposible prede
ir exa
tamente el estado futurode un sistema, es posible, y a�un m�as, mu
has ve
es f�a
il modelar el 
omportamientogeneral del sistema. Eso es lo que muestran los atra
tores. O sea, el 
aos no es desorden,m�as que nada en 
iento sentido podemos de
ir que es determinista.Referen
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