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Resumen 

El proposito de este trabajo es la obtencion de resultados esperados para un 
sistema de colas o fenomenos de espera en paralelo, utilizando para ello la herra-
mienta de la simulacion. El analisis se orienta a problemas cuyas distribuciones de 
probabilidad del numero de arribos y de servicios son diferentes a la distribution 
de Poisson; es asf que se hace el analisis para la Distribution Gamma y la Empfri-
ca. Se trata de demostrar si el modelo de simulacion y el software creado brindan 
resultados esperados comparables a los que podrian ser obtenidos por formulas 
analfticas deducidas. 
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1. Marco Teorico 

1.1. Nocion, Concepto y Alcance de la Investigacion Operativa (IO) 

Para encontrar una definition y un concepto de la IO, es necesario acudir a cinco 
elementos que se constituyen en la esencia primordial de esta herramienta: Sistemas, 
Modelos, Optimizacion, Decision y Metodo Cientffico. Estos elementos se rela-
cionan de una manera integral y biunivoca, retroalimentandose continuamente. 

Estos factores, de acuerdo a la Figura 1, se exponen en terminos de un enfoque 
mundo real-ideal, donde a partir de un problema enfocado como Sistema, se hace una 
abstraction en forma de Modelo matematico para, luego de un proceso de analisis, 
encontrar Soluciones Optimas. Estas soluciones interpretadas deben constituirse en 
orientaciones que ayuden a la toma de Decisiones y todo el proceso se sustenta en un 
razonamiento basado en el Metodo Cientffico que aporta la metodologia adecuada 
para el analisis de problemas en el contexto de la IO. 
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M U N D O R E A L M U N D O I D E A L 

Figura 1: Relacion de los cinco elementos de la 10 con el mundo real e ideal [4], 

Gracias al anterior analisis, se puede construir una definition de Investigation de 
Operaciones, acorde con la naturaleza y alcance de esta importante herramienta: 

"La 10 es la utilization del metodo cientifico en el analisis y solution de 
problemas del mundo real (industria, economia, comercio, education, defen-
sa, etc.) que deben ser concebidos como sistemas y entidades complejas que 
manejan recursos (equipos, utiles, information). Estos sistemas son repre-
sentados en el mundo ideal por modelos matematicos cuyo analisis y solution 
busca la optimization de resultados que deben ser interpretados y compro-
metidos para ofrecer asistencia y ayudar a la toma de decisiones." [4] 

1.2. Nocion, Concepto y Alcance de la Simulacion 

La 10 trabaja con modelos matematicos que desde el punto de vista de su forma 
de solution se clasifican en analiticos y experimentales. Los modelos analiticos en-
cuentran solution a traves de la utilization de algoritmos definidos cuyos pasos quedan 
claramente establecidos. Los modelos experimentales trabajan con la teoria de ensayo 
y error, es decir tratan de generar respuestas optimas a traves de la experimentation 
y por aproximaciones sucesivas. Estos procedimientos, en la mayoria de los casos, se 
traducen en programas de computador. 

La simulacion debe aplicarse, por lo general, a problemas cuya solution analitica es 
sumamente dificil por no decir imposible. La simulacion permite la emulation de cual-
quier proceso cuya marcha o desarrollo depende de factores aleatorios, constituyendose 
en un metodo universal que se aplica a la solution de problemas modelados matemati-
camente. En este sentido la simulacion aplica la metodologia del Grafico 2 dentro de 
un esquema mundo real-ideal. Los datos obtenidos del problema real se abstraen y por 
un proceso de analisis se transforman en un modelo matematico y en un programa de 
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M U N D O R E A L M U N D O I D E A L 
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Figura 2: Metodologia de la Simulacion — pasos en el mundo real e ideal. Elaboracion 
propia en base a [5]. 

computadora que ofrece una gama de resultados. Estos resultados se interpretan y se 
llevan nuevamente al mundo real donde se sintetizan y se validan para implementar el 
Simulador. 

En este sentido se puede intentar dar una definition de simulacion acorde con estos 
propositos: 

"La Simulacion es una tecnica experimental que trabaja en base a la teoria 
"ensayo - error", que analiza problemas complejos a traves de la formula-
cion de modelos matematicos implementados en computadora. Estos mode-
los generalmente son de naturaleza estocastica y su objetivo es dar respuesta 
aproximada a los sistemas reales en periodos extensos de tiempo." [5] 

1.3. Nocion, Concepto y Alcance de los Fenomenos de Espera 

Los atrasos que suceden en las actividades productivas y de gestion pueden resultar 
sumamente onerosos debido principalmente a la "espera" que se realiza hasta cumplir 
o realizar la tarea. Estos "atrasos" son estudiados por la teoria de colas o fenomenos de 
espera y el proposito fundamental es minimizarlos o finalmente eliminarlos. 

La teoria de colas fue investigada y estudiada por Erlang en el ano de 1909. Este 
matematico se preocupo de los problemas de congestion en el trafico de comunicacion 
telefonica; le intereso todo el analisis probabilistico que se presentaba en este tema por 
eso escribio el libro "Solutions of some problems in the theory of probabilities". Mas 
tarde, Molina (1927) y Thornton (1928) enriquecieron este trabajo. 

Saaty dice que la teoria de colas trata de desarrollar un modelo simbolico del sistema 
fisico para simplificar la solution del problema y que "la teoria de colas no es una tecni-
ca de optimization, pero si una herramienta analftica que permite explorar y conocer 
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el comportamiento de un sistema de servicio, logrando de esta manera indirecta una 
optimization aproximada". 

Se puede decir que la teoria de colas (TC) analiza problemas de los sistemas de 
servicio y atencion al cliente con el objetivo de buscar un equilibrio entre el EXCESO 
y la INSUFICIENCIA de servicio; es decir en terminos economicos, lograr un balance 
entre el COSTO DE SERVICIO y el COSTO asociado a la ESPERA. En este sentido 
se podra definir a la TC como: 

"La TC es una tecnica matematica, probabili'stica que se ocupa del analisis 
de problemas caracterizados por un flujo de "CLIENTES" (personas, maqui-
nas, automoviles, etc.), hacia una o mas "ESTACIONES DE SERVICIO" 
(bancos, mecanicos, estaciones de gasolina, etc.) con el propdsito de estudiar 
este tipo de comportamiento, obteniendo information relevante tal como: el 
tiempo medio de espera de un cliente, el tiempo medio de ocio, la longitud 
promedio de clientes en la cola, la probabilidad de que haya n clientes en 
el sistema de colas, etc. Esta information permitira la toma de decisiones 
y el calculo de costos pertinente para tomar o no las acciones correctivas 
necesarias en procura de lograr la mayor eficiencia del sistema." [5] 

Se pueden citar varias situaciones que caracterizan a los sistemas de colas: 

• Arribo de clientes a los cajeros de un banco. 

• Arribo de automoviles a las estaciones de gasolina. 

• Funcionamiento y congestion de las centrales telefonicas. 

• Venta de entradas en las ventanillas. 

• Reparation de maquinas por los mecanicos. 

• Aterrizaje de aviones en un aeropuerto. 

• Ejecucion de tareas en los centres de computo. 

Las soluciones analfticas mas conocidas y expresadas en la bibliografia clasica de es-
tos modelos proponen que tanto las distribuciones de tiempos de llegada como de tiem-
pos de servicio siguen la distribution probabili'stica exponencial continua; esto quiere 
decir que los eventos de llegada y de servicio siguen la distribution discreta de Poisson. 
Para un modelo analitico de esta naturaleza con 5 servidores y con cola infinita, se 
tiene: 

1) El diagrama de tasas (ver Figura 3) donde: 

• A = tasa promedio de llegadas y /o arribos al sistema [Clientes/tiempo] 

• /i = tasa promedio de servicio [Clientes/tiempo] 

• 5 = numero de servidores en paralelo para el sistema 
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Figura 3: Diagrama de tasas para un modelo con S servidores y cola inf ini ta. 

Se puede notar que para este modelo: 

A n = A 

Mn 
n/x para n < S 
Sfi para n > S 

2) La tasa de ocupacion p del sistema seria: 

p = A/Sp, 

3) Las probabilidades Pn de estado estable serian: 

= J P0(Sp)u/n\ 
n 1 P0(Sp)n/Sn-

4) La probabilidad P0 de que haya cero clientes en el sistema 

Si n < S 
s S ! Si n > S 

5) La longitud Lq promedio de clientes en la cola: 

- l 

Lq — P0 
(PSY 

5 ! ( 1 - p ) 2 

6) La longitud L promedio de clientes en el sistema: 
1 

L = Aw = A + - J = Lq + $ 

Donde: 

• u = El tiempo esperado de espera en el sistema 
• ujq = El tiempo esperado de espera en la cola 
• ^ = A//U = Intensidad de Trafico 

7) Las probabilidades: 

P0(A//x) s {1 - e - ^ ^ - 1 - ^ ) } 
P{T > t} 

P{rq > t] 

P{r q = 0} 

= e i + S! (1 - p) S - 1 - A / a * 
[1 - {Tq = O J J e - 5 " * 1 - ^ 
s-i 

= 

( i ) 

(2) 

(3) 

(4) 
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(9) 

(10) 
n=0 
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2. Planteamiento del Problema 

Para obtener soluciones analiticas en torno a un modelo de esta naturaleza, la teorfa 
probabili'stica provee de conceptos y expresiones matematicas que fueron deducidas 
analiticamente y permiten calcular los parametros relevantes y caracteristicos del siste-
ma, tales como: la longitud promedio de clientes en el sistema y en la cola, el tiempo 
esperado que pasa un cliente en la cola y en el sistema, las probabilidades de estado 
estable, los porcentajes de ocupacion y de ocio, etc. 

Sin embargo, estas expresiones conocidas y deducidas en base a la propiedad mar-
koviana y al proceso de nacimientos y muertes consideran que las distribuciones de 
los tiempos de llegadas y de servicios siguen la distribution exponencial; en otras pa-
labras, se dice que el numero de eventos que corresponden a las llegadas y servicios 
sigue la distribution de Poisson, originando de esta manera los procesos denominados 
Poissonianos. 

Cuando las distribuciones de probabilidad de los tiempos de arribo o de servicio 
siguen distribuciones diferentes (Normal, Gamma, Beta Chi-cuadrado, T de Student, 
etc.), las formulas analiticas deducidas no brindan resultados satisfactorios. Existen 
intentos muy interesantes para los siguientes casos: tiempo de arribo exponencial, ser-
vicio cualquiera y un servidor con la formula de Pollatzeck-Kintchine; tiempo de arribo 
cualquiera, servicio exponencial y un servidor con el analisis de las Cadenas de Markov 
Inducidas. 

Planteada esta problematica, se puede acudir a la utilization de un procedimien-
to numerico y experimental, tal como la Simulacion Montecarlo. Esta tecnica tiene la 
virtud de poder establecer generadores de procesos que siguen cualquier distribution 
de probabilidad conocida, e inclusive empirica. Aun mas, el procedimiento establecido 
se traduce en un modelo matematico que puede ser bien implementado en un progra-
ma de computadora, llegando a obtener resultados mediante la emulation del proceso 
en perfodos extensos de tiempo real. Este trabajo trata justamente de abordar esta 
problematica. 

3. Aplicacion de la Metodologfa de la Simulacion a un Fenome-
no de Espera con Distribucion Diferente 

3.1. Analisis y Validation de Datos 

Este paso trata de la recoleccion y analisis de los datos de entrada al modelo, to-
mando en cuenta lo siguiente: 

1) Recoleccion y Muestreo de Datos 

2) Distribucion e Histogramas de frecuencia de los datos 

3) Estimation de parametros y de momentos 

4) Pruebas de Bondad de Ajuste a distribuciones conocidas 
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3.2. Formulacion del Modelo Matematico 

Se trata de definir dos elementos importantes que caracterizaran al modelo: Varia-
bles y Relaciones Funcionales. Las Variables pueden ser Exogenas o de entrada, 
de Estado o intermedias y Endogenas o de salida. Las Relaciones Funcionales pueden 
ser, Identidades o ecuaciones tautologicas y Caracterfsticas de Operacion que son 
funciones atribuidas a distribuciones probabilisticas. 

Para el caso de aplicacion caracterizamos al modelo de la siguiente manera: 

• Variables Exogenas 

• CLIENTES = El numero de clientes a simular 

• CANAL = El numero de estaciones en paralelo 

• TAi = Tiempo de arribo del i-esimo cliente 

• TSi = Tiempo de servicio para el iesimo cliente 

• Variables de Estado 

• TEi = Tiempo de Espera del i-esimo cliente en una de las estaciones 

• TOi = Tiempo de Ocio del servidor cuando llega el i-esimo cliente 

• TTE = Tiempo Total de Espera 

• TTO = Tiempo Total de Ocio 

• TTA = Tiempo Total de Arribo 

• TTS = Tiempo Total de Servicio 

• Parametros 

• 1/A = La media del tiempo entre arribos 

• I /n = La media del tiempo de Servicio 

• Variables Endogenas 

• TEEC = El Tiempo Esperado de Espera en la Cola 

• TEO = El Tiempo Esperado de Ocio por cliente 

• TEES = El Tiempo Esperado de Espera en el Sistema (cola + servicio) 

• NCOLA = El Numero esperado de Clientes en la Cola 

• N S I S = El Numero esperado de clientes en el Sistema (cola + servicio) 

• UTIL = El porcentaje de Utilization del sistema de colas 

• VTE = La Varianza observada del Tiempo de Espera en la cola 

• VTO — La Varianza observada del Tiempo de inactividad u Ocio 
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• Identidades 

• TEEC = J^TEi/CLIENTES = TTE/CLIENTES 

• TEO = Y.TOi/CLIENTES = TTO/CLIENTES 

• TTA = J] TAi 

• TTS = £ TSi 

• A = TTA/CLIENTES 

• fj, = TTS/CLIENTES 

• TEES = TEEC + CLIENTES/TTS 

• VTE = (X) TEf - TTE2/CLIENTES)/CLIENTES 

• VTO = (£TOf - TT02/CLIENTES)/CLIENTES 

• NCOLA = x (CLIENTES/TAT) 

• ATS/S = NCOLA + TTS/TTA 

• UTIL = TTS/(CANAL xTAT) 

• Caracteristicas de Operation 

Se considera la distribucion Gamma con parametro K entero, (la distribucion 
exponencial es una Gamma con K = 1). 

La funcion de densidad Gamma esta dada por: 

f(X) = XkXk~1exp(-kX)/(k-l)\ (11) 

La funcion acumulada es: 

k-1 
F(X) = 1 -exp(kX)^2(XXy/i\ = R (12) 

R es un numero aleatorio distribuido uniformemente entre 0 y 1. 

Entonces, el generador gamma queda: 

k 
X = —(1/kX) In TlkRi = —(1/fcA) J ^ l n Ri (13) 

Para el caso en que la distribucion de frecuencias es empirica se sigue el siguiente 
procedimiento: 

• Se construye la funcion acumulativa a partir del histograma de frecuencias 
obtenido 

• Se lanza un numero aleatorio que sigue la distribucion uniforme sobre el 
histograma acumulado F(X) 

• Se verifica sobre que rango de valores de F(X) cae el numero aleatorio lanza-
do y se elige la variable que corresponde a este rango como variable aleatoria 
elegida 
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3.3. Formulacion del Programa de Computador 

Una vez establecidos los elementos del modelo matematico, se debe desarrollar un 
programa de computador, sea en un lenguaje de propositos especiales o en un lenguaje 
de alto nivel. 

Para este trabajo se ha desarrollado un software en PASCAL y se le ha llamado 
SISCOPA (Sistemas de Colas en Paralelo). Este software comprende basicamente un 
menu integrado por: 

• Analisis de Datos que comprende: 

1) Obtencion de las Distribuciones de Frecuencias 
2) Estimation de Parametros (Medias y Varianzas) 
3) Pruebas de Bondad de Ajuste (Gamma y Normal) 

• Modelos de Filas en Paralelo 

1) Modelo con Cola Infinita 
2) Modelo con Cola Finita 
3) Modelo con Poblacion y Cola Limitada 
4) Modelo de Numero de Servidores Optimo 

• Modelo de Simulacion Montecarlo 

1) Generation de Numeros Aleatorios 
2) Pruebas de Validez Para el Generador 
3) Modelo de Simulacion para S Servidores y Cola Infinita 

El programa SISCOPA maneja varios procedimientos (GAMMA, EMPIRICO, UNO, 
DOS, CALCULOS) que ayudan a la parte central del programa como rutinas impor-
tantes. Estos procedimientos codificados en PASCAL se muestran en el apendice A. 

3.4. Obtencion de Resultados 

Para una tasa de llegadas A = 30 Clientes/Hr; una tasa de servicios /z = 12 Clien-
tes/Hr, numero de servidores 5 = 4 y Cola Infinita; se obtienen los siguientes resultados 
con las formulas analiticas presentadas para una distribution Gamma con k = 1 (Ex-
ponential) y a traves del SISCOPA: 

p = A/Su = 0.6250 (Tasa de Utilization del Sistema) 
$ = X/n = 2.5 ( Intensidad de Trafico) 
Po = 0.0737 ( Probabilidad de cero clientes en el sistema) 
L = = 3.0331 Clientes ( Numero de Clientes esperado en el Sistema) 
Lq = 0.5331 Clientes (Numero de Clientes esperado en la Cola) 
W = = 0.1011 Horas (Tiempo Esperado de Espera en el Sistema) 
Uq = 0.0178 Horas ( Tiempo Esperado de Espera en la Cola) 
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N° X M TEEC VTE TEO VTO TEES NCOL NSIS UTIL 
C l / H r C l / H r Hr Hr Hr CI CI % 

1 30.48 12.27 0.0208 8.444 0.0497 14.436 0.1023 0.635 3.118 62.1 
2 31.08 11.57 0.0347 16.74 0.0426 10.593 0.1210 1.078 3.763 67.1 
3 30.11 12.43 0.0112 2.530 0.0526 10.805 0.0916 0.339 2.760 60.5 
4 29.48 11.98 0.0251 19.323 0.0521 13.707 0.1085 0.740 3.201 61.5 
5 30.51 12.24 0.0126 2.5554 0.0497 11.288 0.0943 0.387 2.878 62.3 

P r o m . 30.33 12.09 0.0208 9.9185 0.0493 12.166 0.1035 0.635 3.144 62.7 

T a b l a 1: Resultados del modelo de simulacion. 

Los resultados esperados obtenidos por el modelo de simulacion en el SISCOPA se 
muestran en la Tabla 1, para 5 simulaciones con semillas diferentes. 

3.5. Validation del Simulador 

Realizado el programa de computador, se debe obtener los resultados correspondien-
tes y establecer las pruebas de resultados y la validez del simulador. Para este trabajo, 
se desarrollaron generadores para las distribuciones Gamma y Empirica. La validez 
del simulador se logra comparando los resultados obtenidos con los resultados de las 
formulas analiticas y con el simulador. 

Para validar el Modelo de Simulacion, se toman los valores promedio y se utiliza el 
test de hipotesis T de Student, donde el Tc calculado es igual a: 

Tc = (Xs - Xt)/(S/Vn) (14) 

Xs — Se refiere a la media simulada de la variable a ser verificada 
Xt = Se refiere a la media teorica obtenida con formulas analiticas 

S = Es la Desviacion Estandar de la variable simulada 
n — El numero de simulaciones o experimentos 

Por tanto, los resultados son para TEEC: 

Tc = (0.0208 - 0.0178)/(3.14936/v^) = 0.002130 (15) 

Este resultado se compara con los valores de la tabla T de Student, para un nivel 
de significancia a = 5 %: 

Tc < Tl-a/2,n-l 
^0.025,4 < Tc < ^0.975,4 

- 2 .77 < 0.002130 < 2.77 

El resultado de w simulado (TEES) es 0.1035 y el valor teorico obtenido por formula 
es 0.1011, arrojando una diferencia de 2.4 x 10 - 3 . 

4. Conclusiones 

• Por los resultados obtenidos y las comparaciones realizadas se puede afirmar que 
el simulador brinda resultados esperados dentro de margenes de error permisibles. 
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• El proposito de la simulacion es el de obtener resultados que no pueden ser calcu-
lados con los medios analiticos. En este trabajo se plantea un medio de obtener 
los resultados esperados de un modelo de colas donde las distribuciones de arribo 
y de servicio pueden ser diferentes a la distribution de Poisson. 

• El modelo puede ser completado considerando todas las distribuciones de proba-
bilidad conocidas. 

A. Procedimientos para el programa de Simulacion 

Procedimiento G A M M A ; {Genera una variable aleatoria Gamma} 

1: P I 4- 1; 
2: for I 4 - 1 t o K do 
3: R 4 - GENERAR; {Generar un Numero Random} 
4: PI I - PI X P ; 
5: end for 
6: X 4 - ( - l / L A M B D A ) x In (PI) ; 

Procedimiento EMPIRICO; {Genera una Variable Aleatoria Empirica} 

l: for I 4- 1 to NC do 
2: P[I] « - 0; 
3: end for 
4: LI <- 0 ;P[ l ] 4- P[ l ] ;LS 4 - F[ 1] 0 G E N E R A R - , 
5: if (P > LI) and (P < LS) then 
6: X 4 - V [ l ] ; 
7: end if 
8: for 1 4 - 2 to NC do 
9: F[I} 4 - F[I - 1] + P[I]; LS P[I]; LI 4 - F[I - 1]; 

10: if (P > LI) and (P < LS) then 
11: X 4 - V[I]; 
12: end if 
13: end for 

Procedimiento UNO; {Genera Arribos y los valores iniciales} 

1: TTA 0; TTO[ 1] 0; TTE 0; TTO 0; 
2: TTE2 0; TT02 0; TTS -f- 0; NCOLA 0; NSIS 0; 
3: for J 4 - 2 to CANAL do 
4: X 4- OPCION; TA 4 - X\TTA 4 - TTA + TA; TO[J] 4 - TTA; 
5: T T O 4- TTO + TO [J]; T T 0 2 4 - T T 0 2 + (TO[J])2; 
6: end for{Llegada de S clientes} 
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7: I <- CANAL; 
8: for J 4 - 1 to CANAL do 
9: X OPCION-, TS[J] <- X ; TTS 4 - TTS + TS[J]; 

10: TT[J]<^TO[J]+TS[J]; 
11: end for 

Procedimiento DOS; {Genera la Llegada de un Nuevo Cliente} 

1: I 4 - / + 1; 
2: while I < CLIENTES do 
3: X 4- OPCION; TA 4 - X-TTA 4- TTA + TA; DIF 4 - TTA - TT[L]; 
4: if DIF > 0 then 
5: TE[L) 4 - 0; TO[L] 4- DIF- TTO 4 - TTO + TO[L]; 
6: TT02 4 - TT02 + (TO[L])2; 
7: end if 
8: if DIF < 0 then 
9: TE[L] 4 - -DIF; TO[L] 4 - 0; TTE 4- TTE + T.E[L]; 

10: TTE2 4- TTE2 + (T£[L])2; 
11: NCOLA 4- NCOLA + 1; 
12: end if 
13: if D / F = 0 then 
14: T£[L] 4 - 0;TC>[L] 4 - 0 ; 
15: X i— OPCION; TS 4- X ; TTS 4 - I T S + TS; 
16: XT[Z/] 4- TTA + TE[L] + TS; MINIMO; 
17: / 4— / + 1; 
18: end if 
19: end while 

Procedimiento CALCULOS; {Calcula Variables Endogenas} 

l: TEEC 4 - TTE/CLIENTES; TEO 4 - TTO/CLIENTES; 
2: TEES 4 - TTE + (TTS/CLIENTES); 
3: V T E 4- (TTE2 - (TTE)2/CLIENTES)/CLIENTES; 
4: F T O 4— (TT02 - (TTO)2/CLIENTES)/CLIENTES; 
5: NCOLA 4— TEEC x (CLIENTES/TTA);NSIS 4- NCOLA + TTS/TTA; 
6: UTIL 4- (TTS/CLIENTES)/(CANAL x TTA/CLIENTES); 
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