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Segun hemos visto en la primera entrega de este arti'culo [2], Cauchy y Bolzano en el 
siglo diecinueve sentaron las bases rigurosas del calculo. Es cierto que la madurez plena 
del analisis matematico no se alcanzo hasta la llegada de Weierstrass y sus funciones 
especiales, por un lado, y de Dedekind-Cantor y la construction axiomatica de los 
numeros reales por otro. 

Sin embargo, el trabajo de Cauchy y Bolzano fue crucial para tender un puente 
del calculo "naive" del siglo XVIII al analisis moderno. De estas dos figuras de la 
matematica, el nombre de Cauchy es mucho mas conocido y a el estan asociados una 
gran cantidad de teoremas estudiados en los primeros semestres de la universidad (ej: 
teorema del valor medio de Cauchy, ecuacion de Cauchy-Euler, condiciones de Cauchy-
Riemann, teorema de la integral de Cauchy-Goursat, etc.). En efecto el aporte de Cauchy 
fue sumamente importante sobre todo en areas que tienen que ver con las aplicaciones 
del calculo, es decir, las ecuaciones diferenciales, el analisis complejo, etc. 

En cambio el nombre de Bolzano resulta bastante mas modesto y su aporte parece 
escueto. No obstante en cuanto a profundidad lo que hizo Bolzano fue de mucha calidad 
y signification; y aunque su influencia no fue inmediata, el anticipo varias ideas cruciales 
en la construction del analisis matematico de autores medio siglo posteriores a el. 

La contribution de Bolzano esta recibiendo una nueva evaluation relativa a su im-
portancia. Esta va mas alia de los h'mites de la historia de las matematicas, es decir 
de una curiosidad academica, y de un posible aporte que este conocimiento daria a la 
education matematica universitaria, llegando a ser de interes para las ciencias de la 
computation. A este respecto, el investigador britanico a cuyo cargo esta el proyecto 
de traducir y comentar la obra de Bolzano (y cuya version utilizamos para el presente 
arti'culo), Steve Russ, afirma lo siguiente1: 

1 "Bernard Bolzano realizo notables contribuciones tecnicas y conceptuales a la logica y las ma-
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"Bernard Bolzano (active in the first half of the 19th century) made outs-
tanding conceptual and technical contributions to logic and mathematics, 
foreshadowing Tarski's semantic notions of truth and consequence, Cauchy's 
concepts of convergence and continuity, Weierstrass' insights into highly 
pathological (fractal) functions, and Cantor's establishment of a theory of 
infinite sets. A major series of translations (of 9 German publications or ma-
nuscripts) is forthcoming in The Mathematical Works of Bernard Bolzano 
to be published by Oxford University Press. 

Bolzano's insights were founded on the very clear separation of objective 
meanings from psychological events, linguistic expressions and real-world 
objects (if any). This was at a time prior to the domination of mathematics 
and logic by methods of abstraction and formalism. Modern computing was 
born, and developed, under the influence (perhaps undue influence) of a 
mathematical and formal perspective. Current research on Bolzano is part 
of a larger enquiry into the principles underlying the accommodation of 
formal and informal elements in both 19th century mathematics and modern 
computing" [3] 

Con estas afirmaciones, Russ le confiere una novedosa relevancia al estudio de Bolza-
no, y plantea un desafio a quienes deseen conocer algo sobre el desarrollo de la historia 
de la matematica, la informatica y la linginstica. 

En cuanto a lo que, por el momento, nos atane, en primer lugar, esta la insisten-
cia de Bolzano en que las demostraciones matematicas deben prescindir de la intuition 
geometrica. Su arti'culo sobre el teorema del valor intermedio [1], que buscaba dar una 
prueba "puramente anah'tica" de que dos funciones continuas, creciente y decreciente, 
deben intersectarse en un punto, es un ejemplo clasico de dicha insistencia. Como di-
jimos en la anterior entrega, Bolzano no llego a demostrar el teorema clave necesario 
para sustentar el del valor intermedio; sin embargo, su esfuerzo fallido es notable y 
arroja mucha luz sobre las dificultades filosoficas, nada triviales, que plantea el analisis, 
ademas de las implicaciones que su resolution han tenido en el desarrollo del resto de 
las matematicas. Por ejemplo lo que hoy se da por sentado: la necesidad de demostrar 
"lo obvio", lo trivial. Retomemos la formulation original de Bolzano: 

"Sea M la propiedad no posei'da por todos (no valida para todos) los valores 
de la variable x pero que si lo es para todos los valores menores a un cierto 
u. Existe un U que es el mayor de aquellos para quienes puede aseverarse 

• que todos los x menores poseen la propiedad M" 2 . 

tematicas, preludiando las nociones semanticas de verdad y consecuencia de Tarski, los conceptos 
de convergencia y continuidad de Cauchy, las intuiciones de Weierstrass sobre funciones altamente 
patoldgicas (fractales) y la teoria de conjuntos finitos de Cantor... 

Las geniales intuiciones de Bolzano se basaban en una clara separacion de significados objetivos 
de eventos psicoldgicos, expresiones lingmsticas y objetos del mundo real (si alguno existe). Esto 
ocurrid en un periodo anterior al predominio de los metodos abstractos y formales en logica y ma-
tematicas. .. " 

2 El subrayado es nuestro. 
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Como indicamos anteriormente es mucho mas economico decir 

"Para un conjunto M, no vaci'o, el conjunto M* = {u € M| (—oo,u) C M } posee un 
elemento maximo, U " 

Tambien en la primera entrega se mostro que esta proposition es equivalente al axio-
ma de completitud de Dedekind. Ahora veamos crfticamente el intento de demostracion 
del teorema anterior, segun Bolzano: 

Sea u + D un numero (el cual existe por hipotesis) que no posee la propiedad M. 
Considerese la secuencia de intervalos Im = {(u,u + D/2m)}. 

Ahora bien, para todo m existe al menos un numero y en el intervalo /,„, que carece 
de la propiedad M, o bien, existe un m = m; mi'nimo tal que todos los numeros en 
los intervalos, {(u,u + D/2m)}, j > i, tienen la propiedad M. En el primer caso el U 
buscado es simplemente u. Si se da el segundo caso, construyase el intervalo 

Del mismo modo, para todo n existe al menos un numero en el intervalo sin la propiedad 
M, o bien existe un n menor tal que todos los numeros de los intervalos 

(u + D/2m,u + D/2m + D/2m+n) (1) 

(u + _D/2'n, u + D/2m + D/2m+n),j > i, (2) 

tienen la propiedad M. En el primer caso 

U = u + D/2 im (3) 

De modo mas compacto: 

Sea u + D e E, de modo tal que, u + D £ M 

Sea Ii = {(u,u + D/2m)} una secuencia de intervalos. Hay dos posibilidades: 

V m 3 y e / j | 2 / G M 
Brrn | Vy € h, y € M, j > i 

(4) 
(5) 

(6) 

o bien 
3rij | Vz € Ii, 2 £ M , j > i (7) 

Si (6) =• U = u + D/2m 

Y si (7) continuar el proceso como se ha descrito para crear la secuencia: 

tm 

u + D/2m, u + D/2m + D/2m+n, 
u + D/2m, u + D/2m + D/2m+n + D/2m+n+r,... 

(8) 

0 ) 
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U puede definirse como el h'mite de la secuencia anterior. Bolzano intento demostrar 
la convergencia de la secuencia anterior. Como se sabe, una secuencia de Cauchy en R es 
convergente, es decir, cuando dos terminos de la secuencia pueden ser arbitrariamente 
aproximados, esta converge, segun el Criterio de Cauchy, a algun limite: 

I 

[V <5 > 0, 3 n0 € N | n,m > n0 => \un - um\ < <5J =>• {u„ } converge (10) 

Sin embargo, esto no nos garantiza la existencia del h'mite. Mientras no exista una 
construction adecuada de los numeros reales, tal cosa no es posible. A Bolzano se 
le escapo esta sutileza. Varias decadas despues, Richard Dedekind llego a completar 
el hueco que faltaba en los fundamentos del analisis real. Sin embargo, el merito de 
Bolzano sigue en pie al haber abierto este cuestionamiento. El propio Dedekind asi supo 
reconocerlo. 
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