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R,esumen 

Es bien conocido que si una sucesion real monotona creciente es acotada, en-
tonces el lfmite de dicha sucesion existe y es menor o igual a la cota. Este trabajo 
muestra que tal afirmacion no es verdadera si se toma como cota No. Lo que apa-
rentemente significarfa una seria dificultad para la extension de las tecnicas del 
analisis clasico al estudio de las sucesiones transfinitas. 

1 Conceptos Preliminares 

Sea C la categoria de los conjuntos con las aplicaciones como morfismos. Podemos 
definir sobre los objetos [ C \ de esta categoria una relacion de equivalencia por medio 
de: 

Un numero cardinal es entonces una clase de equivalencia de | C | (que no es un 
conjunto) para la relacion = . 

Recordemos algunos de los numeros cardinales conocidos: 0 , 1 , 2 , 3 , . . . , Ni, 
. . . Los primeros 0 , 1 , 2 , 3 , . . . son tambien llamados cardinales finitos y los segundos 

Ni, N 2 , . . . , cardinales infinitos [1, 2]. 

Recordemos, igualmente, que decimos que un conjunto a es infinito si existe una 
aplicacion de a en a, inyectiva no sobreyectiva [3]. 

Aunque la intuition muestra como evidente que podemos definir una relacion de 
orden total y natural sobre los numeros cardinales, no es facil probar, por ejemplo, que 
si a y f3 son cardinales, entonces 

a, b e\C\ : a = b<$3f:a->b\fes biyectiva ( 1 ) 

(2) 
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Esta ultima afirmacion es conocida bajo el nombre de Teorema de Cantor-Bernstein [3]. 

Consideremos la subcategon'a £ C C tal que | £_ | = | C | y tal que los morfismos de 
£ sean los monomorfismos de C. No presenta dificultad mostrar que es posible definir, 
de manera natural, un funtor covariante k : £_ —• JV, donde es la categorfa de los 
numeros cardinales cuyos objetos son la clase de los si'mbolos 0 , 1 , 2 , 3 , . . . , No, Ni , N->,..., 
provistos de los siguientes morfismos: 

La composicion de morfismos es, evidentemente, 1,37 o l a / j = 1Q 7 . 

2 La trasgresion 

Un resultado conocido en analisis es el que afirma que si u : N ->• E + es un sucesion 
positiva tal que un < a entonces 

lim un < a (4) 
nt 

El corazon del presente arti'culo es mostrar que este teorema es falso si consideramos 
una sucesion u : N —• N_. En efecto vamos a probar que es posible construir una sucesion 
u en N tal que un < No y sin embargo l imu„ > N0. 

nt 

Sea A.n C N, un conjunto d6 cardinalidad TI, digamos An = { 1 ; 2 ; 3 ; . . . ; n } . La car-
dinalidad de V(An) es 2™. La sucesion que nos interesa es definida como la composicion 
de: 

| £ | - H £ | \£\-+\SL\ ,,, 
n ^ An ' A >-4 P(A) y A^ k(A) V ' 

Es decir, u : N Af_ es tal que un = u[n) - k{V(An)) = 2" . Es claro que 2n < N0 Vn e 
N. Sin embargo, 

l imu„ = k (\imV(An)) = k [V [MmA, 
n\ \ nt J \ V nf 

= k (P(N)) = k(R) = Ni > No 1 (6) 

xNo esta demas aclarar, para los lectores no matematicos, que la igualdad lim V(An) = V I l imA n 

nt y nt 
se demuestra observando que ambos conjuntos poseen los mismos elementos. Por ejemplo, esta claro 
que l imA n = N y por lo tanto que N 6 'P(limAn). Para ver que N tambien pertenece a \hnV(An), 

n t n t n t 
basta observar Que An e v(A n) l im An e lim'P(J4n). Asi, todo subconjunto M de N pertenecera a n t nt 
lim"P(A„), ya que M n An € V(An) => M = l im(Mn An) € l im'P(An ) . Concluimos que lim V(A„) D 
n t n t n t n t 

P(N) = V I l imA n I. La otra inclusion no presenta dificultad ya que es bien sabido que An G 'P(N) 
VnT / 

V(An) C T'(N) => \\u\V(An) C P(N). Por lo tanto ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad Ki. 
nt 
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El unico punto cuyo significado puede ser eventualmente algo confuso es el de lim AN. 
nf 

Basta observar que A\ C A-I C A3 C . . - C AN C, que por lo tanto 

lim AN = M AN (7) 
n t 

n > l 

y que 
U ^n = N (8) 

n > 1 

Peor aun, podemos mostrar que el lfmite de una sucesion constante no es lo que uno 
espera, es decir, la constante. En efecto, consideremos la sucesion v : N .\f_ tal 
que vn = v(n) = fc(N"). Esta sucesion es constante porque N = N x N y entonces 
N = N" Vn € N. Podemos escribir vn = k(N") = K 0 ,Vn £ N. Pero si tomamos el lhnite 
cuando n crece indefinidamente... 

lim vn = lim k (N™) = k ( l im FT ) = k (f^) = jfe(K) = Kj (9) 
nt nf \ nt J 

Sorprendente 1̂10 es verdad?. Pero no tanto si consideramos una "evaluation" dis-
continua sobre, por ejemplo, el intervalo [0; 1]: 

e : [0 : 11 {0; 1} tal que e(x) = ( ° X * J (10) 
[ 1 x — 0 

Ahora, si definimos la sucesion v : N —> [0; 1] por vn = e tendremos la sucesion 
constante vn = 0 cuyo limite, cuando n crece indefinidamente, no es 0, sino 1. En 
efecto: 

limw„ = lime ( - ) = e ( l im - ) = e(0) = 1 (11) 
nt nt \n J \ nt Tl) 

A todas luces, en este caso, la "sorpresa" viene del intercambio lim e = e ^lirn . 

Estamos tentados a deducir que el funtor k se comporta como una "evaluation 
discontinua" entre la finitud y la infmitud. Asi se explicari'a la trasgresion numerica 
que nos ocupo en estas notas. 
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