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Resumen

En este trabajo se estudian los niveles energéticos electrénicos en un punto
cudntico representado por un pozo de potencial esférico de paredes infinitamente
altas. Se toma en cuenta la interaccién electrén-electrén dentro de una aproxi-
macén de Hubbard y se calculan las energias perturbativamente al primer orden.
Los niveles energéticos encontrados son acordes a las reglas de Hund.
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1 Introduccion

La fisica de los sistemas de baja dimension en el campo de la materia condensada
constituye un drea de gran actividad cientifica desde el descubrimiento del efecto Hall
cuantico en un sistema electrénico bidimensional, descubrimiento realizado por Klaus
von Klitzing a principios de la década de los 80. Un sistema de baja dimension es aquél
en el que los constituyentes dindmicos, e.g., electrones, fotones o fonones, tienen restric-
ciones de desplazamiento en una o més dimensiones [1]. Este campo se ha desarrollado
muy rapidamente, dando lugar a lo que ahora se llama “nanociencia” y, desde el punto
de vista de las aplicaciones, “nanotecnologia”. 2, 3].

Uno de los sistemas que ha recibido mas atencién en los iltimos afios es el “quantum
dot” o “punto cuantico”. Este es esencialmente un pozo de potencial de dimensiones
muy reducidas, capaz de confinar a los electrones en el material, generalmente un se-
miconductor, a regiones de diametro del orden de un nanémetro. Ademas de su interés
intrinseco en fisica por la riqueza de la fenomenologia a la que dan lugar [4], los puntos
cuanticos han merecido mucho estudio por sus potenciales aplicaciones, por ejemplo, en
computacién cuantica [5, 6].

La fenomenologia de un sistema electrénico depende de manera fundamental de su
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espectro energético, por lo que en este trabajo se estudia este espectro para un modelo
simplificado de punto cudntico. Se estudia también la correccién al espectro introducida
por la interaccion Coulombiana entre electrones. Este es un trabajo previo al analisis
mas detallado de las observaciones experimentales, via desintegracién de positrones,
efecto tunel u otros, y a la elaboracién de un modelo mas realista.

Este trabajo esta organizado como sigue. La siguiente Seccién trata de los estados
independientes de un electrén en un modelo de punto cuantico. En la Seccién 3 se
estudia el cambio del espectro energético debido a la interaccién de Coulomb. En la
Seccién 4 se presentan los resultados, junto con una breve discusion.

2 Estados propios de una particula independiente

Uno de los primeros modelos para el estudio de sistemas de particulas cargadas con-
finadas a una regién muy pequenia del espacio, fue el modelo de potencial esférico de
profundidad infinita empleado en fisica nuclear para el estudio del niicleo atémico [7].
Por esta razon, tomamos prestado el modelo para el presente estudio.

Sea una particula de masa m confinada en un potencial esférico de radio R de la

forma
DR

s { ooy by >R, ()
La ecuacién de Schrodinger de la particula es
P
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Si se escribe la funcién de onda de la particula en términos de arménicas esféricas como
@(r) = Y (6, ¢)f(r), se obtiene una ecuacién para la funcion radial

= 2
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Las soluciones de esta ecuacion estdn dadas por las funciones esféricas de Bessel, de
primera y segunda especie, j; y yi, respectivamente [8]. Sin embargo, la condicién de
finitud f(r) < M parar — 0, donde M es un entero positivo finito, elimina las iltimas.
Por otra parte, la condiciéon f(r) = 0 en r = R determina las energias propias del
sistema €,;. En efecto,

J(kR)=0= k= ku (4)

ViEnl — ﬁ,:"kiI /2m, donde el indice n recorre los ceros de j;. Cabe hacer notar que estos
ceros son aislados y forman una sucesién estrictamente creciente, es decir, para [ y R
fijos, kni < kn+11, Vn. [8]. Las funciones propias de Hy se pueden escribir entonces

An!jl(knlr)ﬁm 6,¢), <R
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con la constante de normalizacién dada por A, = 2/R? Jjtr1(kmR). Estas soluciones
constituyen un conjunto ortonormado, i.e., (@nim|@ritrm') = Onnt Ot Oy - Se deriva un
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conjunto ortonormado de funciones propias reales definiendo, para m > 0,

_\}—5 [Ylm (6| ‘:ﬁ) =t —m(or ¢)1 s m par

y:m(9,¢)={ 2= [Yi (6, 8) — Yim(6,4)], m impar

';175 [Y}m(ﬁ, ¢’} < Yl’ —m(er ¢')1 1 m par

3 [¥i-n(8,0) + Yim(6,4)], m impar. D)

Vi —m{e, ¢) == {
Asi se obtiene finalmente el conjunto de estados utilizados en el presente estudio, a
saber
Anljl (knlr)ylm (6! ¢)$ r S R

0, r > R, (8)
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Para ilustrar estos resultados, mostramos en la Fig. 1 los catorce primeros niveles
energéticos de un electrén en un pozo de potencial de radio R = 20 A, en funcién
del nimero cudntico asociado al momento angular orbital, . Lamentablemente, no
existe ninguna relacién simple entre los ceros de las funciones de Bessel, por lo que,
contrariamente a la impresiéon que puede dar el gréfico, no se puede determinar de
manera general €,.; a partir de €,, ni €, ;41 a partir de €. En la figura también se
indican los nombres que reciben los orbitales que corresponden a las diferentes energias
de acuerdo a la nomenclatura de la fisica atémica. Como en ese caso, las energias
presentan degenerescencia en cuanto al spin y al nimero cudntico magnético m. Sin
embargo, a diferencia del caso atémico, los niveles energéticos en el presente caso no
presentan degenerescencia en [ para un mismo nivel n, lo que hace que el espectro de
energia tenga mayor estructura y pueda dar lugar a una fenomenologia mas rica debido
a la mayor diversidad de transiciones electrénicas posibles.

En la Fig. 2 se muestra el comportamiento radial de las funciones a través de la
dependencia radial de la densidad de probabilidad, »?|f(r)|*>. El nimero de maximos
estd dado-por el nivel energético n, independientemente del valor de [. Esto ilustra
graficamente las contribuciones a la energia cinética de la particula de la energia cinética
radial (derivada radial de la funcién de onda), que incrementa con n, y del momento
angular, que incrementa con [. En la misma figura se puede apreciar, ademas, que
la probabilidad de encontrar la particula cerca al centro del potencial disminuye al
incrementar el momento angular, como es de esperar. El comportamiento radial de la
densidad de probabilidad debe ser complementado, desde luego, con el comportamiento
angular de la misma. Puesto que la dependencia angular de las funciones de onda
estd dada por las armoénicas esféricas, el comportamiento angular de la densidad de
probabilidad es, obviamente, similar al de los orbitales atémicos. En la Fig. 3, por
ejemplo, mostramos el comportamiento angular de la densidad de probabilidad dada por
Va3, que es un orbital f. El grafico muestra una ilustracén paramétrica de |Vs3(8, ¢)[%.
La escala del eje z fue modificada para visualizar mejor la forma del orbital. Debido a la
similitud de las funciones de onda electrénicas en un punto cudntico y las funciones de
onda electrénicas atémicas, los puntos cuanticos son a veces llamados “atomos gigantes”.
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Figura 1: Niveles energéticos de un electron en un pozo de potencial esférico, infinito,
de radio R = 20 A, en funcién del momento angular orbital. A la derecha se indican los
nombres de los diferentes orbitales a los que corresponden las diferentes energias, de acuerdo
al momento angular.

3 Punto cuantico con varios electrones

Los niveles energéticos de particulas cargadas confinadas a un volumen finito pueden ser
afectados principalmente por dos factores, el acoplamiento spin-6rbita y la miteraccién de
Coulomb entre particulas. Sila dimensién del volumen esta dada por r, la relacién entre
la energfa de interaccién Coulombiana U ~ ¢?/47eor v la energia cinética K ~ h? /mr?
es, en unidades atémicas, /K ~ r. En fisica nuclear r ~ 1073, por lo que en ese
campo la interaccion de Coulomb es secundaria y la correccién méas importante viene
del acoplamiento spin-érbita. En nuestro caso, en cambio, U/K ~ 1. lo que indica
que se debe considerar la interaccién de Coulomb con mds detenimiento. En cuanto
al acoplamiento spin-érbita, la fisica atémica nos ensefia que este efecto es importante
s6lo para los estados en los que los electrones sufren un fuerte potencial Coulombiano,
lo que normalmente no es el caso en un punto cudntico.

El Hamiltoniano de varios electrones en un punto cuantico estd dado, entonces, por
H = Hy + H;, donde Hj es la suma de los Hamiltonianos libres de cada electrén y Hj
es el término de interaccién dado por

1
Hy =3 o(lri — 1)), (9)
2 i#]

donde v es la repulsiéon Coulombiana entre electrones. En términos de los operadores de
creacion y destruccién correspondientes a la base introducida anteriormente, el operador
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Figura 3: Densidad de probabilidad angular definida por V3. Notar la diferencia de escala
entre el eje z y los ejes = y y.

En el caso de una particula de radio 20 A, esto se cumple con buena aproximacion,
habiéndose encontrado numéricamente U = 0.078 Ry.

Para encontrar las energias del sistema en interaccion debemos calcular la funcién

de Green electrénica. Sea

G(nlmo,iw,) = fdsrdsr'cp;,ma(r)np“;m,,{r’)g(rr',iw,,), (13)

donde G(rr', iw,) = — éﬁn dre™~7(T; ¥(r,7)¥! (r,0)) es una funcién de Green a tempe-
ratura finita y w,, es una frecuencia de Matsubara fermiénica. Introduciendo la notacién
v = nlmo, la funciéon de Green para un electrén independiente, o libre, se escribe

B, b 1
G lien) = @

donde €Y = €, y u es el potencial quimico.

(14)

Dado que en nuestro caso U es mucho mds pequena que las energias de las particulas
libres (ver Fig. 1), se puede tratar de calcular la funcién de Green en interaccién G de
manera perturbativa. La ecuacion de Dyson para G es

G(v, iwn) = G°(v,iwn) + G° (v, iwn) B(v, iwn )G (v, iwn), (15)

donde E(v,iw,,) es la “self-energy” o “auto-energia”. Se puede probar facilmente que,
al primer orden en U, la auto-energia es

20 (w) = 2N, (16)

donde o es el spin asociado a v y N_, es valor esperado para el operador niimero de
particulas con spin —o en el caso libre, i.e., N, = 3, faime, €ON fumie la funcién
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Figura 5: Niveles energéticos al primer orden de perturbacién en U, para un punto cudntico
de 20 A de radio, con ocho estados ocupados. En este caso el estado fundamental es
paramagnético.

4 Resultados y discusién

Se han calculado los niveles energéticos perturbados para una particula de radio R = 20
A. Se ha asumido que el estado fundamental del sistema libre obedece a las reglas de
Hund [9], que relacionan el spin total S, el momento angular orbital L y el momento
angular total .J. Se ha considerado primero el caso de un punto cudntico con cuatro
electrones. En este caso, el estado fundamental libre estaria dado por figoy, fioot, fii1y
y fiioy (i.e., el nivel mas bajon = 1,/ = 0 ocupado con dos electrones de spin opuesto,
y dos electrones con spin abajo en el siguiente nivel, n = 1,1 = 1, de acuerdo a las
reglas de Hund).En la Fig. 4 se muestran los niveles energéticos perturbados para este
caso. Se puede apreciar que la interaccién de Coulomb levanta la degenerescencia de
spin (aunque no la de nimero cudntico magnético m). Es asi que se confirma que la
interaccién de Coulomb produce un estado fundamental ferromagnético estable cuando
el sistema posee capas [ incompletas. Por otra parte, en la misma figura se puede ver que
los niveles energéticos se encuentran todos desplazados hacia arriba por la interaccién de
Coulomb respecto al caso libre, como era de esperar. En la figura se muestran también
los niveles no-perturbados para mejor comparacién.

En caso de un estado fundamental no-perturbado paramagnético, es decir, en el
que no existen capas [ incompletas, la Ec. 16 nos indica que los niveles energéticos
perturbados serdn degenerados en cuanto al spin. Por esta razon, el estado fundamental
en interaccién serd también paramagnético en este caso. Esto se ilustra en la Fig. 5,
en la que se muestran los niveles energéticos perturbados para un sistema con ocho
particulas. El estado fundamental no-perturbado esta dado por los niveles n = 1,1 =0






